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第 一 章 
引 it 


概要 

本 书 的 主要 目的 是 系统 展开 二 阶 拟 线性 椭圆 型 方程 的 一 般 理 
论 以 及 为 此 而 需要 的 线性 理论 ， 这 议 意 味 基 我们 将 要 处 理 边 值 问 
题 ( 首 先是 Dirichlet 问题 ) 的 可 解 性 以 及 与 线性 方程 
(1.1) Tu=a" (a) Dyut 6'(@) Dut+e@u=f (2), 

4, 9=1, 2, =-, n, 

和 和 拟 线性 方程 
(1.2) Qu=al (a, u, Du) Dyut+b(a, u, Du) =0 
的 解 有 关 的 一 般 性 质 ， 这 里 Du= (Dy, =, Dw), H p Du= 


ĉu Oru 、 


程 的 椭圆 性 是 通过 下 列 事实 来 表明 的 ， 即 在 各 个 变 元 的 定义 域 
H, RAER a] ERRER REE. MRE [oY] 
大 特征 值 和 最 小 特征 值 的 比 Y 有 界 ， 我 们 就 把 这 个 方程 叫做 一 致 
椭圆 型 的 我们 将 处 理 非 一 致 和 一 致 梢 圆 型 方程 . 
线性 椭圆 型 方程 的 古典 原型 当然 是 Laplace 方程 
4u= SS D,u=0 
及 其 相应 的 非 齐 次 方程 ,Poisson 方程 如 = 也 ， 拟 线性 椭圆 型 方程 
最 著名 的 例子 可 能 就 是 在 求 最 小 面积 问题 中 提出 来 的 极 小 曲面 方 


程 
È D:Du/ 二 Do 一 0. 


这 个 方程 为 非 一 致 棋 贺 的， 因为 y= 1+ Dul? 这些 例 子 中 的 微 
分 算 子 的 性 质 促 进 了 本 书 中 讨论 的 一 般 类 型 方程 的 许多 理论 ， 

有 关 的 线性 理论 在 第 2 一 8 章 \ 以 及 第 霸 章 的 一 部 分 ) 中 展开 . 
星 然 这 些 材料 有 其 独立 的 兴趣 ， 这 里 把 重点 还 是 放 在 应 用 到 非 线 


e 7 >œ» 


性 问题 上 去 所 需要 的 那些 方面 .因此 这 个 理论 强调 关于 系数 的 弱 
的 假定 ， 从 而 放 过 了 许多 有 关 线 性 椭圆 型 方程 的 重要 的 古典 和 近 
代 结果 . 

因为 我 们 最 终 感 兴趣 的 是 方程 以.2) 的 古典 解 , 在 某 些 方面 所 
需要 的 是 相当 大 一 类 线性 方程 的 古典 解 的 一 个 基础 理论 ， 这 是 由 
第 6 章 的 Schauder 理论 提供 的 ， 对 于 具有 Holder 连续 系数 的 
(1.1) 类 方程 来 说 ，Schauder 理论 是 一 个 本 质 上 完备 的 理论 .对 古 
典 解 而 言 这 类 方程 具有 确定 的 存在 性 和 正则 性 理论 ， 而 对 于 系数 
只 假定 是 连续 的 那些 方程 , 相应 的 结果 就 不 再 成 立 了 . 

研究 古典 解 的 一 个 自然 的 出 发 点 是 Laplace 方程 和 Poisson 
方程 的 理论 ， 这 是 第 2 章 和 第 4 章 的 内 容 . 为 预示 以 后 的 发 展 , 具 
有 连续 边 值 的 调和 函数 的 Diriohlet 问题 是 通过 下 调和 函数 ”的 
Perron 方法 来 解决 的 。 在 论证 中 强调 极 大 值 原理 以 及 研究 边界 
行为 时 的 闸 函数 概念 ， 在 后 面 的 章节 中 都 容易 推广 到 更 一 般 的 情 
形 中 去 . 在 第 4 章 中 我 们 从 Newton 位 势 的 分 析 中 推 得 了 Poisson 
方程 的 基本 的 Holder 估计 . 第 4 章 的 主要 结果 是 说 ( 见 定理 4.6, 
4.8): Re 的 区 域 8 中 Poisson 方程 du=f 的 所 有 C2(O) 解 在 任何 
Facco 中 满足 一 致 估计 
(1.3) jj og OO (sup| «| +|fleem), 
其 中 是 一 个 只 依赖 于 a(0<a< 了 )， 维 数 % 及 dist (Q', 00) k 
数 ; (记号 见 4.1 节 )， 对 于 取 充 分 光滑 边 值 的 解 , 只 要 边界 29 也 
充分 光滑 , 就 可 以 把 这 个 内 估计 (因为 2'CcQ, 所 以 是 内 估计 ) 延 
拓 成 为 全 局 估计 (global estimate), 在 第 4 章 中 只 对 超 平面 和 球面 

D 泽 者 注 : 在 本 书 中 我 们 统一 采用 下 述 译名 ; | 


harmonic -调和 
subharmonie | | 下 调和 
superharmoni¢ | 土 调 各 
subsolution E 下 解 
supersolution 7 E 
subfunction 下 函数 
. guperfunction ”i | Ems 


边界 建立 了 直到 边界 的 估计 ， 但 就 以 后 的 应 用 来 说 这 些 就 够 了 . 

线性 二 阶 椭圆 型 方程 十 典 解 理论 的 最 高 峰 是 在 Schauder 理 
论 中 达到 的 ， 这 个 理论 以 修改 过 的 而 且 发 展 了 的 形式 在 第 6 章 中 
展开 .本 质 上 说 ， 这 个 理论 是 把 位 势 理 论 的 结果 推广 到 具有 
Holder 连续 系数 的 方程 类 (1 .1 中 去 , 它 是 通过 一 个 简单 然而 基本 
的 方法 来 完成 的 ， 这 个 方法 是 : 在 单个 点 上 固定 首 项 系数 的 值 , 得 
到 一 个 党 系 数 方程 ， 把 原 方 程 局 部 地 看 作 是 这 个 常 系数 方程 的 扰 
动 . 基于 上 面 提 到 的 Poisson 方程 的 佑 计 进 行 仔细 的 计算 就 得 出 
(1.1) 的 任何 0** 解 的 同一 不 等 式 (1.3), 其 中 常数 C 现在 还 依赖 
于 系数 的 界 和 Holder 常数 ， 此 外 还 依赖 于 系数 矩阵 [6 在 中 
的 最 大 和 最 小 特征 值 ， 这 些 结 果 被 叙述 为 以 加 权 内 部 范 数 表 示 的 
内 估计 (定理 6.2), 而 在 边界 数据 充分 光滑 的 情形 , 则 被 叙述 为 以 
全 局 范 数 表示 的 全 局 估计 (定理 6.6). 这 里 我 们 遇 到 了 先 验 估计 
这 个 重要 而 又 要 经 常用 到 的 概念 ; 也 就 是 说 , 对 一 类 问题 的 所 有 可 
能 的 解 都 成 立 ( 以 给 定 的 数据 表 出 ) 的 一 个 估计 ， 即 使 前 提 并 不 保 
证 这 样 的 解 的 存在 性 .本 书 的 主要 部 分 就 是 专门 用 来 建立 各 种 问 
题 的 先 验 的 界 ， 

在 第 6 章 的 一 些 应 用 中 可 以 看 到 这 些 先 验 估 计 的 重要 性 ， 其 
中 包括 用 连续 性 的 方法 建立 Dirichlet 问题 的 可 解 性 (定理 6.8) 
以 及 在 适当 的 光滑 性 假定 下 证 明 O? 解 的 更 高 阶 的 正则 性 (定理 
6.17, 6.19). 在 这 两 种 情形 中 这 种 估计 对 于 某 类 解 提供 了 必须 的 
紧 致 性 , 由 此 就 容易 推出 所 要 的 结果 . 

我 们 评述 一 下 第 6 章 的 另外 几 个 特征 ， 虽 然 它们 对 本 书后 面 
的 发 展 说 来 并 不 需要 , 但 却 扩大 了 基本 Sehauqer 理论 的 范围 ,在 
6.5 节 中 我 们 看 到 对 于 连续 边 值 问题 以 及 适当 广泛 的 一 类 区 域 ， 
(1.1) #3 Dirichlet 问题 可 解 性 的 证 明 可 以 完全 用 内 估计 来 完成 ， 
从 而 简化 了 理论 的 结构 ，6.6 市 的 结果 把 Dirichlet 问题 的 存在 性 
理论 推广 到 了 某 类 非 一 致 椭圆 型 方程 。 这 里 我 们 看 到 边界 的 几何 
性 质 和 在 边界 处 的 退化 椭圆 性 之 间 的 一 些 关系 如 何 确定 边 值 的 连 
续 性 假定 。 基 于 曾 函 数论 证 的 这 些 方法 预示 着 第 廿 部 分 中 非 线 


性 方程 的 类 似 的 (但 更 深入 的 ) 结 果 . 在 6.7 PRN A.D 的 
理论 推广 到 正则 斜 导数 问题 上 去 . 这 个 方法 基本 上 是 对 早先 处 理 
Poisson 方程 的 边界 条 件 和 Schauder 理论 〈 但 是 不 用 曾孙 数 的 论 
证 ) 的 外 推 . 

-在 上 述 考虑 中 , 特别 是 在 存在 性 理论 和 曾 函 数论 证 中 , AF 上 
C4 c 委 0 时 ) 的 极 大 值 原 理 起 着 本 质 的 作用 . 这 是 二 阶 顶 圆 型 方 
程 的 一 个 特别 的 特征 , 它 简 化 并 加 强 了 二 阶 椭圆 型 方程 的 理论 . 关 
于 极 大 值 原理 的 基本 事实 ， 以 及 比较 方法 的 例证 性 应 用 都 包括 在 
第 3 章 中 . 极 大 值 原理 提供 了 一 般 理 论 的 最 早 和 最 简单 的 先 验 信 
tT. 相当 重要 的 是 第 4 和 第 6 章 中 所 有 的 先 验 估计 完全 可 以 从 基 
于 极 大 值 原理 的 比较 论证 中 推 得 ， 而 不 用 任何 Newton 位 势 或 积 
分 . 

线性 问题 的 另 一 种 而 且 是 更 一 般 的 不 用 位 势 理论 的 方法 可 以 
象 第 8 章 所 讲 的 那样 用 基于 广 AERES ER Hilbert 空间 方法 来 
得 到 . 更 基体 地 说 , te LD 是 由 

L'u= D, la” (Duto (ew) u) +e (a2) Dut+d(a)u 

定义 的 主 部 是 散 度 形式 的 二 阶 微分 算 子 ， 如 果 系 数 都 充分 光滑 ， 
则 这 个 算 子 显然 可 归 入 第 6 章 所 讨论 的 类 中 . 但是， 即使 系数 属 
于 更 广泛 的 了 消 数 类 而 且 ww 只 是 弱 可 微 的 (在 第 7 章 的 意义 下 )， 我 
们 仍然 能 够 在 适当 的 函数 类 中 定义 Lw=g 的 弱 解 或 广义 解 . 特 
HN, WRR a”, b, ÁE PART, 而 且 g 是 2 中 的 可 积 函 
数 , 如 果 wEW+?(Q) (就 象 第 7 章 中 定义 的 那样 ) 并 且 对 一 切 检 验 
CE EASA] 

(1.4) f (Ca¥ Dut b'u) Dw — (ce Du-+ du) vlde = -| guda, 


我 们 就 把 叫做 Lu=g 在 O SARL LUR. LAR, 如果 系数 
M g 都 充分 光滑 并 且 wE0(8), 则 也 是 古典 解 . 
现在 我 们 也 可 以 说 广义 Dirichlet 问题 
EQ p L'u=g9, 在 20 上 vw=p 
的 弱 解 以 了 ， 如 果 习 是 满足 wpET3:(O) 的 一 个 弱 解 ， 其 中 


» 4 >» 


dy 


pew? (Q), xe la] MW Be VEE FE 2 FRETAR, 在 弱 的 意 
MF 

(1.5) Do'+a<do, 

MARA JELO, FEH 8.3 中 我 们 发 现 广 义 Dirichlet 问题 
有 唯一 解 UE WO), 2A A.B) EH. p e<0 相 类 似 的 条 
件 , ERHET Luw>0(<0) 的 弱 解 的 极 大 值 原理 (定理 8.1), 因此 
保证 了 广义 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 . 然后， 从 算 子 的 
Fredholm 二 择 一 性 质 得 出 解 的 存在 性 (定理 8.6)， 在 了 Hilbert 4 
间 Wor? 9) 中 应 用 Riesz 表示 定理 就 证 明了 这 定理 ， 

第 8 章 的 主要 部 分 是 处 理 忆 解 的 正则 性 、 和 过. 甸 中 系数 的 附 
加 的 正则 性 蕴涵 着 解 属 于 更 高 的 W”%? 空间 (定理 8.8, 8.10). 如 
果 系 数 充分 正则 ， 从 第 7 章 的 Sobolev 霸 入 定理 就 得 到 弱 解 实际 
土 就 是 古典 解 。 当 边界 数据 充分 光滑 时 ， 把 内 部 正则 性 延 拓 到 边 
界 就 得 到 这 些 解 的 全 局 正则 性 (定理 8.18, 8.14), 

对 于 非 线 性 理论 ， 弱 解 的 正则 性 理论 和 相应 的 逐 点 估计 是 基 
ACH, 这些 结 果 提 供 了 非 线 性 问题 中 典型 的 “依靠 自己 力量 ” 
(bootstrap) 的 论证 的 出 发 点 。 简 言 之 ， 这 里 的 想法 是 从 一 个 拟 线 
性 方程 的 弱 解 出 发 ， 把 它们 看 成 是 把 这 些 解 代 入 到 系数 中 去 而 得 
到 的 有 关 的 线性 方程 的 弱 解 ， 然 后 继续 改进 这 些 解 的 正则 性 . 重 
新 从 后 来 得 到 的 解 出 发 , 重复 这 个 过 程 , 使 进一步 的 正则 性 仍 得 到 
保证 ， 如 此 等 等 ， 直到 原来 的 弱 解 最 终 被 证 明 是 适当 光滑 的 ， 这 
是 较 古 老 的 变 分 问题 的 正则 性 证 明 的 实质 ， 它 对 这 里 介绍 的 非 线 
性 理论 来 说 无 疑 也 是 本 质 的 . 

对 于 非 线性 理论 说 来 ,非常 重要 的 弱 解 的 Holder 估计 在 第 8 
童 中 从 基于 Moser 迭代 技巧 的 Harnack 不 等 式 推导 出 来 (定理 
8.17, 8.18, 8.20，8.24)， 这 些 结 果 推 广 了 De Giorgi 的 基本 的 
Holder hrir, De Giorgi 的 估计 是 多 于 两 个 自 变量 的 拟 线性 
方程 理论 的 最 早 的 突破 .论证 是 以 从 1.4) 中 适当 选取 检验 函数 
而 导出 的 融 解 4 的 积分 估计 为 依据 的 .在 本 书 大 多 数 估计 的 推导 


中 检验 孙 数 的 拉 巧 是 支配 性 的 课题 ， 


A 


本 书 的 第 二 部 分 大 部 分 讲述 拟 线性 方程 的 Diriohlet 问题 和 
有 关 的 估计 ， 一 部 分 结果 是 关于 一 般 算 子 (1.2) 的 , 而 其 余 的 主要 
是 应 用 到 散 度 形式 的 算 子 
(1.6) Qu=divA(z, u, Du)+ B(x, u, Du) 


NW, Hp AG, z pi Bo, z p) 分 别 是 定义 在 QxRXR 上 的 
向 量 和 数量 函数 . 

第 9 章 把 极 大 值 原理 和 比较 原理 (类 似 于 第 8 章 中 的 结果 ) 
推广 到 拟 线 性 方程 的 解 和 下 解 . 我 们 特别 要 提 到 Qu>0(=0) 的 
解 的 先 验 界 , 其 中 和 是 一 个 散 度 形式 的 算 子 , 满足 一 些 比 椭圆 性 更 
一 般 的 结构 条 件 (定理 9.7). 

第 10 章 为 下 几 章 解 Dirichlet 问题 提供 了 基本 的 框架 ， 我 们 
主要 处 理 古 典 解 ， 而 方程 可 以 是 一 致 或 非 一 致 椭圆 型 的 .在 适当 
一 般 的 假定 下 , 具有 光滑 边界 的 区 域 9 中 Qu=0 的 边 值 问题 的 任 
何 全 局 光滑 解 w， 可 以 看 作对 于 任 一 a€ (0, 1) 从 ota) 到 
Oo“(9) 的 紧 致 算 子 下 的 一 个 不 动 点 u=Tu, 在 应 用 中 , 对 于 任何 
W ucore), h Tu 定义 的 函数 是 把 % 代 入 R 的 系数 中 而 得 到 
的 线性 问题 的 唯 -一 解 。 如 果 对 于 有 关 的 连续 方程 族 v= 人 (5 o), 
0<o<1, 其 中 Tl 了 Tw WREE OO) 中 建立 一 个 先 验 的 
FIA, FEF 10 章 中 证 明 的 ) Leray-Schauder Amy A CHAR 
者 边 值 问题 解 的 存在 性 (定理 10.4 10.7). 对 于 广泛 的 一 类 
Dirichlet 问题 , 这 种 先 验 界 的 建立 是 第 12 一 14 章 的 目标 . 

为 了 对 可 能 的 解 % 得 到 所 和 需要 的 先 验 界 ， 一 般 的 方法 包括 逐 
次 估计 supjw|, sup|Du|, sup| Dul jujon (对 于 某 个 a>0) 
等 四 步 . 每 一 步 都 事先 假定 了 前 一 步 的 估计 , 根据 Leray-Schauder 


定理 , 最 后 的 关于 [wl ong 的 界 完成 了 存在 性 的 证 明 . 
如 同 已 经 谈 到 的 那样 , 在 第 9 章 中 讨论 关于 sup | «| 的 界 . 在 


以 后 各 章 中 这 个 界 或 者 假定 在 假设 中 ， 或 者 列 涵 在 方程 的 性 质 
中 . | 
两 个 自 变 量 的 方程 (第 1) 在 理论 中 占有 特殊 的 地 位 .部 


分 原因 是 因为 对 这 种 方程 已 经 发 展 了 有 特色 的 方法 ， 另 一 部 分 原 
因 是 因为 两 个 自 变量 的 某 些 结果 对 于 多 于 两 个 自 变量 的 方程 是 不 
成 立 的 ， 拟 保 角 映射 的 方法 以 及 基于 散 度 结构 方程 的 论证 (参看 
第 10 章 ) 都 可 用 到 两 个 变量 的 方程 上 去 ， 而 且 相 对 说 来 容易 得 到 
所 要 的 OL 先 验 估计 , 从 这 个 先 验 估计 容易 得 到 Diriohlet 问题 的 
解 . 

特别 有 意思 的 是 两 个 变量 的 一 致 椭圆 型 线性 方程 的 解 满 足 一 
个 只 依赖 于 椭圆 性 常数 和 系数 的 界 ,而 不 要 任何 正则 性 假定 的 Cr。 
先 验 估计 (定理 霸 . 委 .对 于 多 于 两 个 变量 的 方程 来 说 , 这 样 一 种 
Ote 估计 ， 或 者 甚至 在 同样 的 一 般 条 件 下 梯度 界 的 存在 性 都 是 不 
知道 的 ， 二 维 理论 的 另 一 个 特别 的 特征 是 对 于 任意 的 椭圆 型 方程 
(1.7) Uzs + Abelgy + CUyy =0 
的 解 v， 存 在 一 个 先 验 的 Ct 界 |Du| <K, 其 中 必 在 有 界 凸 区 域 Q 
的 闭 包 上 连续 ， 而 且 在 2 上 取 边 值 p, 22 满足 常数 为 K WAR 
斜率 (或 三 点 ) 条 件 ， 这 个 古典 的 结果 通常 是 根据 鞍 面 的 Rad6 定 
理 来 证 明 的 ,在 引 理 11.6 中 给 出 了 一 个 初等 的 证 明 . 已 经 说 过 的 
梯度 的 界 一 一 这 个 界 对 于 一 般 的 拟 线性 方程 (1.7) 的 所 有 人 解 成 
V, p asale, yY, U, us, uy) 等 等 , FHA 00 LWE u= p 
把 这 个 Dirichlet 问题 化 为 定理 11.5 中 讨论 过 的 一 致 精 圆 型 方程 
的 情形 .在 定理 IL.7 中 ， 假 定 了 系数 的 局 部 Hilder 连续 性 和 边 
界 数据 的 有 界 倾斜 条 件 (对 数据 没有 进一步 的 光滑 性 限制 )， 我 们 
RE BI (1.7) 的 一 般 Dirichlet 问题 的 解 . 

第 12, 13 M4 章 讲 述 包 含 在 上 面盆 述 过 的 存在 性 方法 中 
的 梯度 估计 的 推导 .在 第 12 章 中 我 们 证 明 Ladyzhenskaya 和 
TUral'tseva 关于 拟 线 性 椭圆 型 方程 导数 的 了 5lder 估计 的 基本 结 
果 . 在 第 13 章 中 我 们 研究 拟 线性 椭圆 型 方程 的 解 在 边界 上 的 梯 
Bait. 在 考虑 了 一 般 的 以 及 凸 的 区 域 后 ， 我 们 叙述 了 Serrin 的 
理论 ， 它 把 广义 边界 曲率 条 件 和 Dirichlet 问题 的 可 解 性 联系 起 
来 了 ， 特 别 是 从 第 10, 12 和 18 章 的 结果 能 得 出 极 小 曲 而 方程 的 
Dirichlet 问题 的 可 解 性 的 Jenkins 和 Serrin 判别 准则 , 也 就 是 说 ， 
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对 于 光滑 区 域 以 及 任意 的 光滑 边 值 ， 极 小 曲面 方程 是 可 解 的 当 且 
仅 当 边界 (关于 内 法 向 的 ) 平 均 曲 率 在 每 一 点 非 负 (定理 13. 14), 
在 第 14 章 中 建立 了 拟 线 性 方程 解 HBR SAA RA 
计 . 遵循 Bernstein 的 老 方法 的 一 个 改进 , 我 们 对 一 类 方程 -一 一 既 
包括 满足 自然 增长 条 件 的 一 致 椭圆 弄 方程， 也 包括 与 规定 平均 曲 
率 的 方程 有 共同 结构 性 质 的 方程 ,我 们 推导 了 用 sup|Dw| 表 示 的 


sup1Dw| 的 估计 (定理 14.2), 对 于 限制 更 多 的 一 类 方程 ， 我 们 方 


法 的 一 个 变种 给 出 了 内 部 梯度 估计 (定理 14.3), 我 们 还 考虑 了 散 
度 形式 的 一 致 和 非 一 致 椭圆 型 方程 (定理 14.4, 14.5 和 14.6), 在 
这 些 情形 中 ， 通 过 适当 的 检验 函数 的 论证 ， 我 们 推 得 了 与 一 般 情 
形 相 比 是 不 同类 型 的 系数 条 件 下 的 梯度 估计 .我 们 选择 了 一 些 用 
来 说 明理 论 的 范围 的 存在 定理 来 结束 第 14 章 .， 这 些 定理 都 是 通 
过 应 用 第 9, 13 和 14 章 的 先 验 估计 的 各 种 组 合 , 并 且 适 当选 择 可 
以 应 用 定理 10.8 的 一 族 问题 而 得 到 的 . 

在 第 15 章 中 我 们 集中 于 规定 平均 曲率 的 方程 ， 并 导出 梯度 
的 内 估计 (定理 15.5)， 从 而 使 我 们 能 够 对 只 假定 连续 边 值 的 
Dirichlet 问题 导出 存在 性 定理 (定理 15.8，15.10). 我 们 还 考虑 
了 一 组 两 个 变量 的 方程 ， 在 某 种 意义 下 这 组 方程 和 规定 平均 曲率 
的 方程 的 关系 与 第 芽 章 中 一 致 桶 圆 型 方程 和 Laplace 方程 的 关 
系 是 一 样 的 .确实 , 借助 于 拟 保 角 映射 的 一 个 推广 了 的 概念 , 我 们 
导出 了 一 阶 和 二 阶 导数 的 内 估计 . 二 阶 导数 的 估计 对 极 小 曲面 方 
程 的 解 提供 了 熟知 的 Heinz 曲率 估计 的 一 个 推广 (定理 15.20), 
iit AAS Bernstein 的 著名 结果 的 一 个 推广 (推论 15.19), 
Bernstein 的 结果 是 : 两 个 变量 的 极 小 曲面 方程 的 整 函 数 解 必定 是 : 
线性 函数 ， 然 而 , 定理 15.5 和 15.20 的 显著 的 特征 或 许 是 下 列 方 
法 ， 与 其 在 区 域 9 中 讨论 问题 ， 不 如 在 由 解 的 图 象 给 出 的 超 曲 
面 S 上 讨论 问题 ， 并 且 去 发 拨 在 切线 梯度 和 5 上 的 Laplace 算 子 - 
以 及 8 的 平均 曲率 之 间 的 各 种 关系 . 

我 们 对 读者 提出 某 些 指导 来 结束 本 概要 ， 本 书 的 材料 不 是 按 
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严格 的 逻辑 次 序 安 排 的 ， 因 此 在 正规 情形 下 Poisson 方程 的 理论 
(第 4 章 ) 应 该 跟 在 Laplace 方程 (第 2 章 ) 的 后 面 ， 但 是 由 于 极 大 
值 原理 的 结果 是 很 基本 的 而 且 为 了 使 读 者 有 早 一 点 碰 到 某 些 变 系 
数 的 一 般 问 题 的 机 会 , 所 以 把 这 些 内 容 插 在 第 二 章 之 后 ， 事 实 上 ， 
直到 第 6 章 的 存在 性 理论 时 ， 才 用 到 一 般 的 极 大 值 原理 .基本 的 
泛 函 分 析 材 料 ( 第 5 章 ) 对 于 Sehauder 理论 来 说 只 在 少数 几 点 上 
是 需要 的 ， 除了 证 明定 理 6.15 中 的 Fredholm 二 择 一 性 质 外 ， 只 
要 压缩 映 象 原理 和 Banach 空间 的 基本 概念 就 够 了 ， 为 了 在 第 二 
部 分 中 应 用 到 非 线性 问题 中 去 , 只 要 知道 第 6 章 1 一 3 节 的 结果 就 
够 了 ， 如 果 读 者 有 兴趣 , 直接 从 第 8 章 的 D 理论 开始 学 习 线性 理 
论 更 好 些 ; 这 要 假定 有 泛 函 分 析 (第 5 章 ) 和 弱 可 微 函 数 计算 (第 7 
章 ) 方面 的 初步 知识 ， 第 8 章 正 则 性 理论 中 的 Harnack 不 等 式 和 
Hilder 估计 直到 第 12 章 才 有 应 用 . 

两 个 变量 的 拟 线性 方程 的 理论 (第 11%) 本 质 上 是 独立 于 第 
7—10 章 的 ， 只 要 假定 Seohauder 不 动 点 定理 (定理 10.1), ERAT 
以 接着 第 6 章 来 念 ， 拟 保 角 映射 的 方法 在 第 1 章 中 再 次 磁 到 , 但 
在 其 它 方面 ， 余 下 的 章节 是 不 依赖 于 第 11 章 的 .因此 在 第 10 章 
中 有 了 非 线 性 理论 的 基本 轮廓 以 后 , 读者 可 以 直接 读 第 12 一 15 章 
的 n 个 变量 的 理论 ， 第 15 章 大 部 分 是 与 第 12 一 14 章 独 立 的 。 

进一步 的 附注 

除了 假定 基本 的 实 分 析 和 线性 代数 以 外 ， 本 书 的 材料 几乎 完 
全 是 自封 的 ， 因 而 , 位 势 理论 和 泛 函 分 析 的 很 多 初步 结论 , 以 及 关 
于 Sobolev 空间 和 不 动 点 定理 的 结果 ， 对 许多 读者 说 来 将 是 熟悉 
的 ， 虽然 在 定理 10.6 中 不 用 拓扑 度 的 Leray-Sohauder 定理 的 证 
明 很 可 能 不 是 众所周知 的 ， 为 了 完整 起 见 还 证 明了 许多 建立 得 很 
好 的 辅助 结果 , 诸如 第 6 章 的 内 插 不 等 式 和 延 拓 引 理 . 

”本 书 与 Ladyzhenskaya 和 Ural’ tseva [LU4] #1 Morrey [MY5] 
的 专著 有 相当 大 的 重 迄 ， 本 书 在 某 些 分 析 技巧 以 及 在 非 线性 理论 
中 强调 非 一 致 椭圆 型 方程 方面 与 [LU 幻 不 同 ， 不 同 于 [MY51 的 是 
本 书 不 直接 涉及 变 分 问题 和 变 分 方法 。 本 书 还 包含 了 自 那 两 本 书 
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出 版 以 来 所 发 展 的 材料 ， 另 一 方面 ,在 许多 方面 受到 更 多 的 限制 , 
没有 包括 方程 组 ， 非 Dirichlet 边界 条 件 的 非 线 性 问题 、 单 调 算 子 
理论 以 及 基于 几何 测度 理论 方面 的 课题 . 

在 一 些 常常 完全 是 技术 性 的 问题 上 我 们 永远 不 去 追求 最 大 的 
一 般 性 , 特别 是 关于 连续 模 、 估计、 积分 条 件 等 等 方面 。 我们 把 自 
CRF RMR EME: Ali, Holder 连续 性 而 不 是 Dini 连 
续 性 ， 在 第 8 章 中 是 L 空间 而 不 是 Orlioz SH), ZA |p| WER 
示 的 结构 条 件 而 不 是 更 一 般 的 |] 的 函数 ， 等 等 。 适当 修改 一 下 
证 明 , 读者 通常 都 能 作出 适当 的 推广 . 

历史 材料 和 参考 文献 主要 在 每 章 的 末尾 的 评注 中 讨论 .这 不 
是 为 了 完整 而 是 为 了 补充 正文 以 及 更 好 地 看 待 正文 .更 为 详尽 的 
文献 的 述评 ， 至 少 到 1968 年 为 止 ， 包 括 在 Miranda[MR3] 中 .每 
章 附加 的 习题 也 是 为 了 补充 正文 ; 希望 这 些 对 于 读者 将 是 有 用 的 
练习 ， 

基本 记号 

Ra:n 维 Euclid 空间 ,nn 之 2, 其 点 为 z= (a1, +). mm), ERC 
数 ); 12| = Cl r; 若 b 一 《51,…-，9;) 是 一 个 有 序 nm BA, | DI 
= (> bD, | 

RiR” 中 的 半空 间 =={2 CR®|2,>0}, 

OS: RRS HWA, S=S 的 闭 包 ==SU6eS. 

S—S's{zES|vES. 

— S'CCS:S'CS 而 且 dist(S', 88) >0, S 严格 包含 在 SP, 

Q:R* 的 一 个 真 开 子 集 , 不 必 有 界 ; 是 一 个 EA, 如 果 它 还 是 
连通 的 ，| 人 9| 一 9 的 体积 . 
O BOUR 中 中 心 在 y 的 球 B,(y) 是 中 心 在 引 半径 为 + 的 开 


:Re 中 的 单位 球 的 体积 一 5. 
Das— Bu/0m, Du = Ou /0 025, 等 等 ; Dum (Dy, +, Dey) =u 
WHE; Du= [Dyu] 一 二 阶 导数 Dw ARN RH, i, j=l, 2, 


e TO = 


ee M, 
B= (81, +, Ba), A= ERE, 1B = 之 8B， 是 一 个 多 重 指 
标 ; 我 们 定义 gie 
Du p 

C9(Q) (0° (Q)) :QC(Q) 上 的 连续 函数 构成 的 集合 . 

0*(Q) :由 中 具有 所 有 <k 阶 连续 导数 的 函数 构成 的 集合 
(b = #0 或 和 = oo), 

C* (0) :Or(Q) 中 具有 所 有 <k 阶 导数 可 以 连续 延 拓 到 上 去 
的 函数 构成 的 集合 . 

suppu:u 的 支 集 ,wu 天 0 的 集合 的 闭 包 . 

Ck (Q) CEO 中 的 在 2 中 具有 紧 支 集 的 函数 集合 . 

C=O(«, =, *) 表示 只 依赖 于 出 现在 括号 中 的 量 的 常数 .在 
给 定 的 上 下 文中 ， 同 一 个 字母 C( 一 般 地 ) 将 用 来 表示 依赖 于 同一 
组 变量 的 不 同 的 常数 ， 
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+ 


出 | Æ 


线性 方程 


F 
Laplace i 程 


B a ER 中 的 区 域 , 4 是 C?(Q) 函数 ，% 的 Laplacian 用 4u 
RR, 定义 为 


(2.1) u= $ D,u= div Du, 
WRK u E 中 满足 
(2.2) Mu=0 (20, <0), 


RPK u ZE RAF (下调 和， 上 调和 ). 在 本 章 中 我 们 推导 调和 、 
下 调和 与 上 调和 函数 的 荣 些 基本 性 质 ， 我 们 用 它 去 研究 Laplace 
方程 d=0 的 古典 Dirichlet 问题 的 可 解 性 ， 正 如 第 1 章 中 所 提 
到 的 ，Laplace 方程 和 它 的 非 齐 次 形式 Poisson 方程 是 线性 椭圆 型 
方程 的 基本 模型 . 

这 里 我 们 的 出 发 点 是 R” 中 熟知 的 散 度 定理 . 设 Oo 是 一 个 具 
AO 边界 0Qo WARK, HY 表示 OQ 的 单位 外 法 向 ， 于 
FE, 对 O) 1.01 (Qo) 中 的 任 一 向 量 场 w, 我 们 有 
(2.8) ), divw do=| wpds, 


其 中 ds 表示 0Qo 中 的 (n 一 1) 维 面积 元 素 . 特别 , WB w A C* (Qo) 
NO" (Qo) HR, 在 (2.3) 中 取 w= Du, 我 们 就 有 


(2.4) | ,,dude—| | Du-vds— | ds, 


OM FR BE EK EAN, Be LKE.) 


21. 平均 值 不 等 式 
我 们 第 一 个 定理 是 恒等式 (2.4) 的 一 个 推论 , 它 包 括 熟 知 的 调 
和 、 下 调和 及 上 调和 水 数 的 平均 全 性 质 . 
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定理 2.1 设 zEO2(Q) NCQ) O 中 满足 du=0(>0, < 
0)， 则 对 任何 一 个 球 五 = Bey) CQ, 有 


_ 1 
(2.5) uy) =(<, >) per | va 
1 
2. = < = 
(2.6) uy) =(<, Se] ude, 


于 是 ， 对 于 调和 函数， 定理 2.1 AER BUD ÉI A RE 
于 展 布 在 曲面 OB 和 B 本 身上 的 两 个 积分 平均 值 ， 这 些 结果 通称 
平均 值 定 理 , 实际 上 也 刻 划 了 调和 函数 的 特征 ;〈 见 定理 2.7)， 

ESL 的 证 明 PCO, 有 RER)， 把 恒等式 (2.4) 应 用 到 球 
B, 一 B,(y) 上 .得 到 


| Ou ds— | Auda= (>, <)0, 


aB, OV 


引进 径 向 和 角度 坐标 r= |o—yl, o=, Huw) 一 wy 十 
7w)， 我 们 就 有 


Ou = OU = af Ou 
f | Yo mp 3 (y+ peo) deo 


2Bp Ov kol=1 
= yt KA = nir -2f f 
p PANE u(y + pw)da=p 2p p ads] 
= (>, <)0, 


所 以 对 任 一 PE (0, B), 


pr! , uds= (<, >) Re uds, 
aB, 


OB, 
RA Jim po ?|  uds=nw,u(y), 
POO 2B, 


由 此 得 出 关系 式 (2.5)、 为 了 得 到 立体 的 平均 值 不 等 式 , 亦 即 关系 
式 (2.6), 我 们 把 (2 .名 写成 如 下 形式 : 


nop u(y) = (<, >)| udp, PSR, 


关于 p 从 0 到 已 积分 立刻 得 出 关系 式 (2.6). J 


e 75 e 


2.2. 极 大 值 和 极 小 值 原理 

借助 于 定理 3.1， 对 于 下 调和 函数 可 以 导出 强 极 大 值 原理 , 而 
对 于 上 调和 函数 , 可 以 导出 强 极 小 值 原理 ， 

定理 2.2 设 在 4 duS0 (<0), HRA RYO, fë 
得 wG) supw(inft)， 则 ww 是 常数 ， 因 而 一 个 调和 函数 不 能 有 
内 部 极 大 值 或 极 小 值 , 除非 它 是 常数 ， 

证 明 设 在 9 中 4u>0, M=supu 并 定义 

Qu = {s EQ |u (s) =M}, 
由 假设 Qu EZ. 进而 因为 % 连 续 ， 故 Qu 相对 于 O 是 闭 的 . 设 
2 是 Qu 中 任 一 点 ， 在 球 B= Bre) CCQ PX Fi Al wR uM 
应 用 平均 值 不 等 式 42.6). 因此 得 到 
0=4 (2) — -NM< | (u—M)dv<0, 


于 是 在 Brz) t} u= M. 所 以 Qu 相对 于 8 也 是 开 的 . 因此 Qu = 
Q, Au hs uv RSS LA HAR. J 

BRACE AAR MERE ERAR ER, DSED F miny 
极 大 值 和 和 极 小 值 原理 ， 
定理 24. 3 Be uca) NCQ), EQ 中 du>0(<0). 假设 
QAR, 则 
(2.7) supu—supu (inf u= inf w), 
因此 ,对 于 调和 函数 | 

E infu<u(w) <sup u, GEO, 


现在 从 定理 2.3 推出 有 界 区 域 中 Laplaco 方程 和 Poisson 方 
程 的 古典 Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 ， 

定理 2.4 Bu, vE NO) 在 人 中 满足 如 一 人， 在 
02 Eu=v, MÆ OQ hu=v, 

证 明 i w=u—v, 则 在 2 中 420 一 0， 并 在 30 上 w-0， 从 
定理 2.3 就 得 到 在 8 中 =0. J 

注意 由 定理 2.3 我 们 还 得 到 ， 如 果 ww 和。 分 别 是 调和 与 下 调 
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Al PRB, 在 边界 OQ 上 相同 ， 则 在 8 中 wv<w， 因 此 ,有 下 调和 这 个 
RE. 对 于 上 调和 函数 , 相应 的 附注 也 是 正确 的 .在 本 章 的 稍 后 ， 
我 们 使 用 C 2) 下 调和 及 上 调和 函数 的 这 个 性 质 把 它们 的 定义 扩 
充 到 更 大 一 类 函数 上 去 .在 下 章 ， 当 我 们 对 一 般 椭 图 型 方程 讨论 
极 大 值 原理 时 , 将 提供 定理 2.2、2.3 和 2.4 的 另 一 证 明 方 法 ; (也 
可 参看 习题 2.1). 


2.3. Harnack 不 等 式 
定理 2.1 的 一 个 进一步 的 推论 是 调和 函数 的 下 述 Harnack 
不 等 式 . 

定理 2.5 设 % 是 Q 中 一 个 非 负 调和 函数 . 则 对 任 一 有 界 子 
ROCCA, 存在 一 个 只 依赖 于 mw，8' 和 8 的 常数 0O, 使 得 
(2.8) sup WO inf TA 

证 明 yc, Barly) CQ, 则 对 任 二 点 ti, 2E Bey), W 
不 等 式 (2.6) 我 们 有 


z] zF] 
= dos -| ud 
u (a1) Wp te” Beton TS Wy" Barly) 7, 


1 | 1 
— > + d 
“ (a) Wy (3R) n | u do Oy (3R)" |, “ v 
所 以 得 到 
(2.9) sup ux<3* infu, 
Bry) Bry) 


现在 设 OCCA, HEM, ED 使 得 ua) =supu, ulms) 一 
infu, BECO 是 连接 my Moa WM, we 使 得 4R<dist(L, 
3N), H Heine-Borel M, T RRA BRAY N ( 仅 依赖 于 8' FQ) 
个 半径 为 五 的 球 所 覆盖 ， 在 每 个 球 中 应 用 估计 2.9). 并 合并 所 
得 的 不 等 式 , 就 得 到 a 
uls) <3" u (sa). 

因此 估计 (2.8) 成 立 , Hee O=3"", J 

注意 (2.8) 中 的 常数 是 相似 正 交 变换 下 的 不 变量 ， 齐 次 椭圆 


+- i7 « 


型 方程 弱 解 的 Harnack 不 等 式 将 在 第 8 章 中 建立 ， 


2.4. Green 表示 

作为 存在 性 考虑 的 序幕 ， 我 们 来 导出 散 度 定理 的 进一步 的 推 
论 , 即 Green 恒等式. 设 2 是 一 个 区 域 , 对 于 它 , 散 度 定理 成 立 , 并 
WE u Mo fe O*(Q) N07 (Q) 函数 ， 我 们 在 恒等式 (2.3) 中 选 w= 
oDu 就 得 到 Green 第 一 恒等式 ; 


(2.10) | oauaz+| Du. Dv do=| võ ds, | 
在 (2.10) 中 交换 % 和 % 并 且 相 减 , 我 们 得 到 Green 第 二 恒等式 : 


(2.11) f (vdu —udv) da = f (e v 5 Zi u 2 as, 


Laplace 方程 当 w>2 时 有 轴 对 称 的 解 r7, 而 当 m--2 时 有 轴 对 称 
HIME log 7, r 是 与 一 固定 点 的 径 向 距离 ， 从 (2.11) 继 续 推导 ， 我 
们 在 2 中 国定 一 点 y 并 引进 Laplace 方程 的 正规 化 的 基本 解 


1 a-n 
EEN |o—y|?", n>2, 
(2.12) I@—y)=I(|2—-y])= 
-+ log |2—yl, n= 2, 
经 过 简单 计算 我 们 有 
1 
DI (x-y) =— (@—-—y) |e—y |”; 
(2.13) T 
Dyl (@—y) -a ley [y —n (a5 y) (2— Y)} 
x |2- yl", 
显然 ,对 于 zz4%,， 了 是 调和 的 ， 为 了 后 面 的 目的 , 我 们 指出 下 面 的 
导数 估计 : 
[DT ey) |<—=—|2—yl* 
(2.14) 
|DyT (w— |< 二 -12 一 y, 


在 omy 处 的 奇 性 妨碍 我 们 使 用 了 来 代替 Green 第 二 TE: 
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(2.11) 中 的 ww 克服 这 个 困难 的 一 个 方法 是 用 8 一 B, 代替 0， 这 
E, 对 充分 小 的 p, B, 一 B,(y)， 于 是 能 够 从 (2.11) 得 出 


(2.15) |,, Eade L (r u oT) as 


OU u 2E 
+{ (cB Op æ )as, 
Ou 5 Ou 
现在 [oF $e BLO) Sas 


<nop" 7 (p) sup| Du|— 0, 4 p—>0 时 ; 


fat L (o) | ds (回忆 vz 是 Q 一 B, 的 外 法 向 》 


“=I, uds—> —u(y), 当 p 一 0 时, 
因此 , 在 (2.15) 中 令 p ATE, WBF Green 表示 公式; 
(2.16) u(y)=| (DT wD) 


+ T'(w—y) dude, (yEQ). 


对 于 有 界 可 积 函 数 户 积分 | Cee) falda KARAR E S 


的 Newton 位 势 . 如 果 4% 在 BR" 中 具有 紧 文集 , 则 (2.16) 得 出 经 常 
有 用 的 表示 公式 
(2.17) u(y) = |T @—y) ule) do, 
对 于 调和 函数 u, BE 
(2.18) wl) ~| (uE a-y -T @ p 24), WEA), 
R E AAAA KA, 并 且 事 实 上 还 关于 y 解析 , 由 此 
推出 % 在 8 中 也 人 解析， 这 样 一 来 , 调和 函数 在 它 的 定义 域 中 到 处 
是 解析 的 , 因此 由 它 在 任 一 开 子 集中 的 值 所 唯一 确定 ， 

现在 假设 EO+(8) 1.0? (Q) fe Aa HE 4h=0, 那么 再 一 次 
用 Green 第 二 恒等式 (2.11), W448) 


(2.19) -Í (uh nM) as— | 有 网 


EG=I +h, 并 把 (2.16) 与 (2.19) 相 加 ， 于 是 得 到 关于 Green H 
示 公 式 的 一 个 更 一 般 的 形式 ; 

(2.20) u(y) =| (u 2a 一 他 2u) asa f G fu da, 

如 果 此 外 在 CQ 上 G=0, RINE 

(2.21) uly) = | u -2 as f Gu da, 

并 且 把 函数 G=Gi(a, y) mie 2 的 (Dirichlet)Green 函数 ， 有 
时 也 叫做 8 的 第 一 类 Green 函数 .按照 定理 2.4, Gren 函数 是 
唯一 的 , 而 从 公式 (2.21), 它 的 存在 性 蕴涵 着 OA) NCRM 
函数 的 一 个 表示 , 用 它 的 边 值 表 上 出 . 


2.5. Poisson 积分 

当 区 域 @ 是 一 个 球 时 , Green 函数 能 够 通过 象 法 显 式 地 确定 ， 
并 且 导 出 有 名 的 球 中 调和 函数 的 Poisson 积分 表示 . 即 , 设 Br= 
BrO FAM F cE Be AOR - 
(2.22) Bas 
表示 它 关 于 Bs 的 反 演 点 ; MRec-0, Re-o, 于 是 容易 证 实 
Bpr 的 Green 函数 由 下 式 给 出 : 


T (lo-9) -T(E ls -9|), v+0, 
T(z|)—T(R), y=0 | 
=I (J To F [y= 2-9) 


对 所 有 v, yoBr ory, 
H (2.23) 定义 的 函数 G# 具有 性 质 . 
(2.24) Gia, y) =G y, s), G@, y) <0, v, yE Br, 
WH, 直接 计算 表明 , 7 eeCoBe 处 ，G 的 法 向 导数 为 


a 20 « 


化 


(2.23) @@, y) = | 


CTT Trp tas 


i 


v att og D2 Tay i 8 
2.2; CF o TF TG gyl 
(2.25) Ov ajg, NOD, LE jz=y] °. 


因此 , WE wE C2 (Be) NC (Br) FAA, i (2.1 WRAL Poisson 积分 


R?— |y]? uds 
2 26 — IJv|. ee 
( ) uy) NG)» £2 an, |@—y|™* 


公式 (2.26) 的 右 端 叫做 4 的 Poisson 积分 ， 一 个 简单 的 逼近 论证 
#2 HA, Poisson 积分 公式 对 于 WE0*(Bz) NO (Br) 仍然 成 立 ， 注 意 
取 y=0, 就 重新 得 到 调和 函数 的 平均 值 定理 ,实际 上 上 本章 中 所 有 
前 面 的 定理 都 能 够 作为 8 一 Br (0) 时 的 表示 式 (2.21) 的 推论 而 导 
Hi. 

为 了 建立 球 的 古典 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 ,我们 需要 表示 
st (2.26) Wy wt ze, 现在 就 证 明 它 . 

定理 2.6 t B=BrO), HK o Æ 3B ERNE $k mä. 
么 由 

— |g? ds 
(2.27) v= | ea 2B ri 5 
p læ), z€oB 

定义 的 函数 4% 属于 C2:(B) NC), 并 在 B 中 满足 M=, 

证 明 ”由 (C2.27) oe 4 在 B 中 调和 是 显然 的 , 这 是 根据 这 


样 的 事实 ，@, 因而 CS G 关于 ww 是 调和 的 ,或 者 它 可 以 用 直接 计 


算 来 证 实 。 AT Yu 和 OB 上 的 连续 性 ， 我 们 对 特殊 情形 %=1 
使 用 Poisson 公式 (2.26) 来 求 得 恒等式 


(2.28) 人 K@, y)ds=1 HMH eB, 
其 中 K 是 Poisson i. 


2 2 
(2.29) K(z, D EB, yCoB. 


当然 , (2.28) 中 的 积分 能 够 直接 求 值 , 但 这 是 一 个 复杂 的 计算 . 
在 设 zo COB, He 是 一 个 任意 正 数 ， 选 8>0, 使 当 |z 一 
Rf lo(s) 一 gp (eo) |<6, FOB Llo <M. FH, MR |e- e| < 
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8/2, 由 (2.27) 和 (2.28) 就 有 
|u(a) —u(eo)] =| KG, 9 (P0) -p(z )ds | 


<| cs E © Y) loU) ~ 9 (Ho) |ds 


+| Kl, lp pleo) Ids, 
2M (R? -|z|2 R"? 
<E 上 
现在 如 果 jz 一 zo| 充 分 小 , BRA ul) —u(@o)|<2e, 因此 入 就 在 
zo 连续 , PL ue O°(B) EMR. J 
我 们 指出 前 面 的 论证 是 局 部 的 ; BD, WR o EIB 上 仅仅 是 有 
界 可 积 的 , 而 在 zo 是 连续 的 ， 那 么 当 Z 一 0o HY Uv) —> p o). 


2.6. 收敛 性 定理 

现在 考虑 Poisson 积分 公式 的 一 些 直 接 推论 。 不过， 下 面 三 
个 定理 对 于 后 面 的 讨论 并 不 是 必需 的 .我 们 首先 证 明 调 和 函数 实 
际 上 能 够 用 它 的 平均 值 性 质 来 表征 . 

定理 2.7 —PF OO) 函数 % 是 调和 的 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 
球 了 = Bry) CCQ, 它 满足 平均 值 性 质 ， 


1 
(2.80) WW) =e | „uds, 


证 明 ”由 定理 2.6, MEM — TR BCCO, 存在 一 个 调和 函 
Hh, 使 得 在 9B 上 =% FEZ w=u—h EE BEAR LB 
足 平 均值 性 质 的 一 个 函数 ， 所 以 定理 2.2, 2.3 和 2.4 的 极 大 值 原 
理 和 唯一 性 结果 可 以 应 用 于 w， 因 为 平均 值 不 等 式 是 在 这 些 定理 
的 推导 中 所 用 到 的 调和 函数 的 唯一 的 性 质 . 因此 在 B 中 w=0, 所 
以 4 在 Q 中 必 是 调和 函数 . 】 

作为 前 面 定理 的 直接 推论 , 我 们 有 

定理 2.8 调和 函数 的 一 致 收敛 序列 的 极限 是 调和 的 . 

从 定理 2.8 可 见 ， 如 果 {ws} 在 有 界 区 域 2 中 是 一 个 调和 范 数 
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序列 ， 具 有 在 CQ 上 一 致 收敛 到 一 个 函数 9g 的 连续 边 值 {p,}， 那么 
序列 {en} (由 极 大 值 原理 ) 一 致 收敛 到 一 个 在 609 上 具有 边 值 2 的 
调和 函数 .借助 于 Harnack 不 等 式 ( 定 理 2.5)， 我 们 也 能 够 从 定 
理 2.8 导 出 Harnack Jik Z I. 

定理 2.9 设 {w} 在 区 域 @ 中 是 一 个 单调 增加 的 调和 函数 
序列 , 并 设 对 某 点 VEQ， 序 列 {fur( 力 } 有 界 ， 那 么 序列 在 任 一 有 界 
子 区 域 人 CC 上 一 致 收 敛 到 一 个 调和 函数 . 

证 明 PAu, TR, FREER s>0， 存 在 一 个 数 N, 
使 得 对 所 有 m>n>N, 有 0<wuwm(9) 一 wn(Y) <e. 但 是 由 定理 2.5， 
我 们 必须 有 

sup| Um (2) — Un (2) | <Ce, 


K O ERF O 和 8 的 某 常数 。 AT tn} — BOSE E F 
定理 2.8, 极限 函数 是 调和 的 .]】 


2.7. 导数 的 内 估计 

将 Poisson 积分 直接 微分 可 以 求 得 调和 函数 的 导数 的 内 佑 
计 . 另外 ， 这 样 的 估计 也 可 以 从 平均 值 定 理 得 到 . i uE apy 
和 并 且 B=Br CCQ, ARRE Du 在 中 也 调和 ,由 平均 值 
和 和 散 度 定理 得 到 


1 
Duly) = — f, Duis=—>;| uvds, 


| Du (y) |< sup |ul, 
因此 
(2.81) |Du(y) | < sup |e|, 
其 中 是 =dist(y，80)， 在 等 距离 地 分 隔 开 的 球 套 中 逐次 应 用 估计 
(2.31) 就 得 到 高 阶 导数 的 估计 . 


定理 2.10 But OHM, F O 是 的 任 一 紧 子 集 . 
则 对 任 一 多 重 指标 @, RNA 


(2.32) sup | Du! <(2 sup|ul, 
Ert d=dist(Q'’, 02), 

R (2.32) 的 一 个 直接 推论 是 : 对 于 调和 函数 的 任 一 有 界 集 合 ， 
它们 的 导数 在 一 个 紧 子 区 域 上 等 度 连 续 ， 所 以 由 Arzel 定理 我 
们 知道 调和 函数 的 任 一 有 办 集合 形成 一 个 正规 族 ; 即 , 我 们 有 

定理 2.11 在 区 域 2 上 任 一 有 界 的 调和 函数 序列 包含 一 
在 2 的 紧 子 区 域 上 一 致 收敛 于 调和 函数 的 子 序列 . 

以 前 的 收敛 定理 (定理 2.8), 也 能 够 从 定理 2.11 直接 得 到 . 


2.8. Dirichlet 问题 ; 下 调和 函数 方法 

我 们 现在 能 够 处 理 任意 有 界 区 域 中 古典 Dirichlet 问题 的 解 
的 存在 性 问题 了 .这 里 的 讨论 是 用 下 调和 函数 的 Perron 方法 
[PE] 来 完成 的 ， 它 极 大 地 依赖 于 极 大 值 原理 与 球 中 Diriehlet A 
题 的 可 解 性 .这 个 方法 具有 许多 引 人 注 且 的 特色 , 它 是 初等 的 , € 
把 内 部 存在 问题 与 解 的 边界 性 质 分 离开 来 ， 并 且 很 容易 推广 到 更 
一 般 类 型 的 二 阶 椭圆 型 方程 上 去 .另外 还 有 熟知 的 达到 存在 定理 
的 途径 , 诸如 ; (例如 在 书 [KE2] [GU] 中 讨论 的 ) 积 分 方程 方法 , 以 
及 变 分 方法 或 者 Hilbert 空间 的 方法 ， 我 们 将 在 第 8 章 中 以 村 一 
般 的 方式 来 叙述 它 . 

C (Q) 下 调和 与 上 调和 函数 的 定义 可 推广 如 下 .一 个 CPC) 
函数 4 称 为 在 2 中 是 下 调和 (上 调和 ) 的 ， 如 果 对 每 一 个 球 
BC C8 和 每 一 个 在 B 中 调和 的 函数 h,， 在 B FRB u<(S)A, 
在 B 中 我 们 也 有 ww<《 宇 )%。 不 难 建立 OO) 下 调和 函数 的 下 述 
YEM: | 

O MR u EKR O'h FRAM, WEE 2 中 满足 强 极 大 值 原 
理 ; LR o 在 一 个 有 界 区 域 2 中 上 调和 , 并 在 98 k oSu, 则 或 
者 在 4 ESKA v>u, RA 2 为 证 明 语 一 断言 ,假设 相反 的 
情形 , 则 在 某 一 个 点 to CQ 上 有 

(u — v) (a) =sup(u—v) = M >0, 


并 且 我 们 可 以 假设 存在 一 个 球 8 一 B(xo)， 使 得 在 OB 上 v% 一 "去 
M. Ru, vOWRRE OB EETU v 的 调和 函数 (定理 2.6). 
容易 看 出 

M>sup(u—v) > (u— 0) (vo) > (u— v) (a0) =M, 


因此 等 式 到 处 成 立 ， 由 调和 函数 的 强 极 大 值 愿 理 〈 定 理 2.2)， 得 

到 在 B 中 以 一 + 三 以， 因此 在 B hu-vM, ES B 的 选取 了 矛 
GD) 设 % 在 从 中 下 调和 , B 是 严格 包含 在 人 如 中 的 一 个 球 M 

4 表示 在 6B EWE u=u 的 五 中 的 调和 函数 《由 在 OB 上 的 

Poisson 积分 给 出 )。 我 们 在 2 中 用 

ulz) wEB, 

uw) 2E€Q-—B 

定义 4% 在 B 中 ) 的 调和 提升 。 那 么 水 数 0U 也 在 8 中 下 调和 ， 因 

为 考虑 一 个 任意 球 B'CCO, KA B 中 是 一 个 调和 函数 ， 在 

DB' 上 满足 hSU, WA B' uxt, 故 在 B PRA u~A, 因此 

在 B' 一 B 中 U<h, XAJ BPA, HK Bee 

BOB 中 U<h， 所 以 在 B' 中 U<h, HUER pTM. 

Gii) PE us we, …, uy 在 如 中 都 是 下 调和 函数 . 则 函数 u@) 
= max {u (£), UŒ), or, uw) EE Q 中 十 调和 ， 这 是 下 调和 
定义 的 一 个 平凡 揭 推 论 。 对 于 二 调和 函数 的 相应 结果 可 在 性 质 
@, Gi 和 Gi) PH u RE u BB, 

现在 设 8 有 界 ， PH OQ 上 是 一 个 有 界 画 数 . 一 个 OOF 
aA au, WERE CQ 上 满足 u<e, MEAT p RTA 
3. ZED, —^ CoO) LIA Bee, 如 果 它 在 COQ 上 满足 u 
g， 就 称 为 相对 于 yg 的 上 号 数 . 出 极 大 值 原理 ,每 一 个 下 函数 小 于 
或 等 于 每 一 个 上 函数 .特别 , 常数 函数 Sint y(Ssupy) Æ FE 
aN baa). WS RANT PAT aaa. Perron 方法 的 
BAGRASE THM EHH, 

定理 2.12 m% ue) = sup v (w) te Q rp yal Fl, 


(2.33) U (a) -| 
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A ”由 极 大 值 原 理 , 任 一 函数 oC S, 满足 o<supe, XER 
u 有 了 明确 定义 . 设 y 是 Q 中 的 一 个 任意 固定 的 点 ， 由 的 定义 
知 , 存在 一 个 序列 {0。} CS, HEB vay) > u(y). 用 max(v,, inf p>》 
代替 wm， 我 们 可 以 假设 序列 {fos} 有 界 ， 现 在 选择 R 便 得 球 B= 
Bry CCQ, 并 按照 (2.33) 定义, 是 wv 在 B 中 的 调和 提升 . 那 
么 V.ESo,V,(y) 一 u(y) 并且 由 定理 2.11， 序 列 砂 小 包含 一 个 子 
FRAN n), 它 在 任 一 球 B, 0) 二 局 中 一 致 收敛 到 一 个 在 B 中 调 
和 的 函数 w。 BRE Bosu HE o) =vG@) .现在 我 们 断定 
实际 上 在 B 中 %w， 因 为 假设 在 某 一 点 z2€B Eo) <ul), I 
ARETE — FR UE S,, HB ve) <ul). BM Wwe max U, Un,) > 
并 且 也 由 (2.38) 定义 调和 提升 WW, MERTA WWW 
个 子 序列 收敛 到 一 个 调和 函数 w， 在 B 中 满足 o<w<u, 并 且 
voly) =w(y) =v). 但 是 由 极 大 值 原理 ， 在 B 中 必 有 vw， 这 
与 也 的 定义 相 矛 盾 ， 因 此 v 在 2 中 调和 . J 

前 面 结 果 给 出 一 个 调和 函数 ， 它 是 古典 Dirichlet 问题 : 4u— 
0, 在 6Q2 上 v=p 的 一 个 可 能 解 (prospeotive solution) (#234 Perron. 
解 ) 的确， 如 果 Dirichlet 问题 是 可 解 的 ， 它 的 解 就 与 Perron 解 
恒 等 , 因为 设 岂 是 假定 的 解 , 那么 显然 wES。, 由 极 大 值 原理 , 对 所 
AR UES, 就 有 v>u, 这 里 我 们 还 要 指出 ， 代 替 紧 致 性 定理 ( 定 
理 2.11), 定理 2.12 的 证 明 能 够 以 Harnack 收敛 定理 (定理 2.9) 
作为 基础 ; (见习 题 2.10). 

在 Perron 方法 中 , 对 解 的 边界 性 质 的 研究 本 质 上 是 和 存在 性 
问题 分 开 的 . 边 值 的 连续 假设 通过 闭 函 数 的 概念 与 边界 的 几何 性 
质 联 系 起 来 . 设 上 是 90 的 一 点 . 那么 一 个 OO) RH w= wE 称 
为 相对 于 Q 的 在 志 的 一 个 闸 函 数 ， 如 果 ， 

O w 在 QQ 中 是 上 调和 的 ; 

Gi) Æ O-E h w>0, wé) =0. 

疗 函数 概念 的 一 个 重要 特征 在 于 它 是 边界 30 的 一 个 局 部 性 
质 . 亦 即 ， 我 们 定义 2 是 4E32 处 的 一 个 局 部 闲 函 数 ， 如 果 存 在 
E 的 一 个 邻 域 ， 使 得 w 在 QnN 中 满足 上 面 的 定义 ， 于 是 相对 
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FQ SMT RRR ERG: RBE—-PHRE 
ECBCCHN KR, HA m=intw> 0, 于 是 函数 


— min (m, w (2)), 2EQNB, 
w (2) -| — 

m, ZEQ—B 
就 是 一 个 相对 于 2 的 在 4 RR, ROW RIE @ GD A 
难看 出 . 事实 上 , 由 下 调和 函数 的 性 质 G 座 知名 在 中 是 连续 的 ， 
并 且 在 Q 中 是 上 调和 的 ; 性 质 (说 可 直接 得 出 . 

在 一 个 边界 点 上 如 果 存 在 闻 函 数 ， 该 点 就 称 为 正则 点 (关于 
Laplace 算 子 ). 

闻 函 数 和 人 解 的 边界 性 质 之 间 的 联系 包含 在 下 面 引 理 中 . 

引 理 2.18 设 w 是 Q 中 用 Perron 方法 (定理 2.12) 定义 的 
调和 函数 。 MRE 是 8 的 一 个 正则 边界 点 ， 并 且 gg 在 6 连续, 那 
么 当 w 一 6 时, uw) glé). 

证 明 选 s>0， 并 设 用 =supjp|， 因 为 《是 一 个 正则 边界 
点 ,于 是 在 6 HEP BA w, 而 由 于 9 连续, 所 以 存在 常数 8 
ALA, 使 得 如 果 |z 一 5| <8, 就 有 |p @ 一 p (6) l<e, mR eE] 
>ò, RMA kw@)>2M, MA pE tetku, 9 (6 一 2 一 bow 分 别 
EIRT ON TRA ERS. AMA ie CBT ERR 
控制 每 一 个 下 函数 的 事实 ,我 们 在 Q 中 得 到 

gp (€) —e-kw(@) Suls) <p) +e+hw() 
或 ju(a)—p(O)|<e+kwG@), 
因为 当 wz 一 6 RY wl) o, 我 们 得 到 当 w>6 MN u@)—-og®),. J 

这 直接 导致 

定理 2.14 在 一 个 有 界 区 域 中 古典 Dirichlet 问题 对 任意 连 
续 边 值 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 边界 点 全 是 正则 点 . 

证 明 ”如果 边 值 2 是 连续 的 并 且 边 界 24 由 正则 点 组 成 ， 则 
前 面 的 引 理 说 明 ， 由 Perron 方法 提供 的 调和 函数 是 Dirichlet 问 
题 的 解 。 反 之 , 假设 Dirichlet 问题 对 所 有 连续 边 值 是 可 解 的 . 设 
£€COQ, WHA p(s = jei A a 上 连续 ， 并 且 解 出 具有 边 值 9 


e. 27 > 


的 在 Q 中 的 Dirichlet 问题 的 这 一 调和 函数 , BIRTE E Ab — 
函数 .因此 二 是 正则 点 ，2G 的 所 有 点 都 是 如 此 . 3 

留 下 的 重要 问题 是 ; 对 于 什么 样 的 区 域 , 边界 点 是 正则 的 ? 原 
来 能 够 通过 边界 的 局 部 几何 性 质 来 叙述 一 般 的 充分 条 件 。 我 们 在 
下 面 讲述 某 些 这 样 的 条 件 . 

如 果 % 一 2， 考 处 有 界 区 域 8 的 一 个 边界 点 2， 并 取 原 点 在 Zo 
REIR r, 0. BRA zo 的 一 个 邻 域 入 使 得 在 NN 中 定义 了 
6 的 一 个 单 值 分 支 ， 或 者 在 ONN 的 组 成 部 分 中 在 它 的 边界 上 有 
20。 可 以 看 出 ， 


_ i log # 
” Re Toss ogz  log?r+@ 


在 29 是 一 个 局 部 前 函数 ， 因 此 2 是 一 个 正则 点 。 特别， 如果 Zo 是 
位 于 9 外 部 的 一 个 简单 弧 的 端点 ， 它 就 是 一 个 正则 边界 点 ， 这 样 
一 来 , 在 平面 上 一 个 (有 界 ) 区 域 ( 它 的 边界 点 都 是 可 以 从 外 部 用 简 
单 弧 达 到 的 ) 中 ， 对 于 连续 边 值 的 Dirichlet 问题 总 是 可 解 的 .更 
一 般 地 , 同样 的 曾 函 数 表明 , 如 果 区 域 的 补 集 的 每 个 组 成 部 分 包含 
多 于 一 点 ， 则 边 值 问题 也 是 可 解 的 . 这 种 区 域 的 例子 是 由 有 限 个 
简单 闭 曲 线 所 围 成 的 区 域 ， 另 外 的 例子 是 沿 着 一 条 弧 有 裂缝 的 单 
位 圆 域 ， 在 这 种 情形 下 ， 边 界 值 能 够 在 裂 锋 的 相对 两 侧 上 被 指 
3E. 

对 于 高 维 来 说 , 情况 有 本 质 的 不 同 , Diriohlet 问题 在 对 应 的 一 
般 性 条 件 下 是 不 能 解 的 。 例如， 一 个 属于 Lebesgue 的 例子 表明 ， 
在 三 维 空 间 中 一 个 带 有 充分 尖锐 的 向 内 尖 点 的 闭 曲 面 在 尖 点 的 尖 
端 有 非 正 则 点 (例如 参看 [CH]). | 

在 有 界 区 域 9CR"” 中 可 解 性 的 一 个 简单 的 充分 条 件 是 9 满 
足 外 部 球 条 件 ; 即 ， 对 每 一 点 85€90Q0， 存 在 一 个 球 B=Bry) 满 足 
BN 0Q~&， 如 果 这 样 的 条 件 满足 , 那么 由 

R" |e—y!2", n>3, 

-| 


2.84 — a! 
( ) log 274, n=2 


ae HH AY pa Cw FETE E — ae, 所 以 只 有 O? A me 
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THF ALIEN; bay a 2.11). 

我 们 用 关于 Perron 方法 的 一 些 评注 来 结束 本 章 ， 这 个 方法 
显然 具有 重大 简单 性 和 一 般 人 性 的 优点 , 可 是 它 是 非 构造 性 的 , 对 边 
办 的 正则 性 只 给 出 较 少 秽 信 息 . 它 也 不 能 推广 到 其 它 的 边 值 问 题 
BRD RK RENE EE, MITE. AME SREB) 
泛 地 应 用 ， 检 查 定 理 2.12 的 证 明 表 明 ， 每 当下 面条 件 满足 时 这 
方法 总 能 够 被 应 用 ， 极 大 和信 原理 对 于 两 个 解 的 差 成 立 ; (i) 
Dirichlet 问题 在 适当 小 的 区 域 上 对 于 连续 边 值 可 和 解 ， 《ii 解 的 有 
FRR IE RB. 这 些 条 件 在 很 多 包含 二 阶 椭圆 型 及 抛物 型 万 程 的 文 
HEAT, SERRE Perron 方法 在 这 些 更 一 般 情形 下 能 够 应 
Ji. 


习 题 


包 . 主 ， 从 相对 撤 大 值 必要 条 件 的 考虑 来 导出 CP (Q) 下 调和 EIA E Min 
理 . 

2.2. 证 明 ， MRE Oh Lu=0， 并 且 在 80 的 一 个 开 的 光 演 部 分 上 w= 分- 
=0, 那么 4 HFEF. 

2.3. 设 G 对 于 有 界 区 域 人 是 Green Hy, iE 
a) Ga, yY =G (y, DAKAL] T, y EQ, sty FRL; 
b) Gi, y) <0 对 所 有 的 Xx, y EO, ory MY; 


ce) WR SEQ LER, N% r> 2A 时 | Gix, Wf dy > 0, 


2.4. (Schwarz 反射 原理 ) 设 4+ 是 半空 间 2. >0 的 一 个 子 区 域 , E E A 
z, ==0 的 一 个 开 的 截面 T 作为 它 的 边界 的 一 部 分 ， 假设 & 在 9+ 中 讽 
Al, 7EQ*UT 中 连续 ,并且 在 了 T 了 上 w=0. TERRE 
wR Xp) 2,0, 
U (Eis `a En) = Laua s Ea) LaO 
定义 的 函数 上 在 区 域 Q+UZUG- MYM, HHO” Bate «,=—0 上 
HIBSI CHU, Q= {V1 ++, La) ER i, es TEn) ELF), 
2.5. 对 于 在 R“ h apa Malt BR i} Dae E 域 , SR Green £43, 
2.6. i&u ERR BrO) FASE PE f HA BH Bk. JA Poisson 积分 公式 推导 
Harnack A AY TRE; 
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2.7. 


2.8. 


2.9. 


2.10. 
2.11. 
2.12. 


2.13. 


2.14. 


Re Rep. _Re*(B+ |£1) cg 
(B+ Isl" aap HO 


证 明 一 个 0%C9) BRE 2 中 下 调和 当 且 仅 当 它 满足 局 部 平均 值 不 


uO) <u(ay< 


等 式 ; 即 ,对 每 一 个 yE 0， 存 在 6=6(y) >0， 使 得 对 所 有 的 Rð, 


u < 一 -一 一 一 一 t 
< nw, RTI J aap 


区 域 @ FRA A RR TE Q hg WA de (85 FA fe, LA te), 
oa 


[wdpar= (>, <)0 


对 于 C 中 在 2 中 有 紧 支 集 的 所 有 函数 p>O RA. 证 明 : 一 个 
C 2) 弱 调 和 ( 弱 下 调和 、 弱 上 调和 ) 函数 必 是 调和 (下 调和 、 上 调和 ) Be: 
aX. 

证 明 对 于 C (2) 函数 妃 以 下 条 件 等 价 : OE Ah du 0; Gi)u E oe 
中 下 调和 ; Gilde 在 4 中 弱 下 调和 。 

用 定理 2.9 代替 定理 2.11 来 证 明定 理 2.12. 

证 明 具 有 C 边界 99 的 区 域 2 满足 一 致 外 部 球 条 件 . 
证 明 对 于 满足 外 部 锥 条 件 的 任何 区 SQ, Dirichlet 问题 可 解 ; 即 , 对 - 
每 一 点 Eee 00, 存在 一 个 有 限 正 圆锥 玉 , 其 顶点 二 满 足下 no 一 和 把. 
FEA E EIA 取 做 原点 ,证 明 能 够 选取 形式 为 w= rf) 的 适当 的 局 部 . 
闸 函 数 , HO RA. o 

设 “ 在 2CR" 中 调和 ， 使 用 导出 (2.31) 的 论证 来 证 明 内 部 梯度 的 界 


| Du (xo) | < [sap u— u (zo) ], do=dist (ao, 2), 
MRTE A rh u>0, 试 推断 


| Du (æo) | <q ua). 
(a) 证 明 Liouville 定理 ;在 R* L2H LARA ERER 
数 . | 
(b) 如 果 %=2, 证 明 (a) 中 的 Liouville 定理 对 于 下 调和 函数 有 效 . 
(c) 如 果 n>2， WAER 上 定义 的 一 个 有 界 下 调和 函数 不 一 定 是 常 
数 . 
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PIF 
古典 极 大 值 原理 


本 章 目的 是 把 第 二 章 导 出 的 Laplace 算 子 的 古典 极 大 值 原理 

HES” BE in 
(3.1) Lu=a" (o) Dyut+b' (a) Dut+e(a)u, a” =a", 
WA EE ROAST EH, 其 中 z= G1, +, On) AFR 中 的 一 
个 区 域 2, n>2, 除非 另外 声明 ,否则 我 们 总 假设 属于 OPO). 
这 里 求 和 约定 是 遵循 着 重复 指标 指示 从 1 Ble ORAM, FFB BA 
都 如 此 ， 工 总 是 表示 算 子 (3.1). 

我 们 采用 下 面 的 定义 : 

WR AB ee aw] 正定, LEA eC OQ 就 是 椭圆 的 ; 即 , 如 

SRSA A (ae), A(@) 4S HEA Le’ Go)] 的 最 小 和 最 大 特征 值 ， 那 么 
(3.2) O<A (a) E| <a" (w) EE Aw) JE]? 
对 于 所 有 的 6 (E, e, En ER" 一 0} 成立， 如 果 在 Q 中 和 二 0， 
IA LER 中 就 是 椭圆 的 ,如 果 对 于 某 常 数 Ao 有 AS A> 0, LE 
O PREPARAS, MURA de 9 中 有 界 ， 我 们 称 工 在 9 中 是 
一 致 椭圆 的 . 这 样 , 算 子 Duat tD 在 半 平 面 刀 >0 中 是 椭圆 的 但 
不 是 一 致 椭圆 的 , 但 是 在 条 形 (a, B) XR 中 (这 里 0<a<pB<o0) 它 
十 一 致 椭 加 的. 

有 关 形 为 (3.1) 的 椭圆 算 子 的 大 多 数 结果 需 要 附加 条 件 , 来 限 
BUG BY b'Du, cu AFTEN Dyu 的 相对 重要 性 ， 在 本 章 中 到 
处 假设 有 条 件 
(3.3) | < 常数 一 co ga, mw BED, 


于 是 考虑 用 也 = 入 :2 RE L, 就 能 够 化 归 到 入 = 工 并 且 4 ARM 
情形 ， 此 外 ,如果 工 是 一 致 椭圆 的 , 我 们 也 能 取 a” 有 界 . 注意 ,如 
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RAM a, EOE, RAEE-ARFRMACCA E 
工 是 一 致 椭圆 的 并 且 (3.3) 成 立 ， 系 数 0 也 要 服从 一 些 限制 , 但 是 - 
这 些 将 是 变化 的 , 因此 在 一 些 运 当 和 的 假设 中 再 去 指出 . 

极 大 值 原理 是 二 阶 视 圆 型 方程 的 一 个 重要 特性 ， 它 把 这 类 方 
程 与 高 阶 方程 及 方程 组 区 别 开 来 . 除了 它们 的 很 多 应 用 外 , 极 大 值 
原理 还 提供 了 和 逐 点 估计 ， 它 导出 比 另外 可 用 的 理论 更 为 确定 的 理 
$. 本 章 中 大 多 数 的 结果 单单 基于 工 的 椭圆 性 ， 并 不 基于 系数 的 
其 它 特别 的 性 质 ( 诸 如 光滑 性 )， 正 是 这 个 一 般 性 使 得 极 大 值 原 理 
在 解 的 先 验 估计 中 , 特别 是 在 非 线性 问题 中 , 是 很 有 用 的 . 


3.1. 能 极 大 值 原 理 
对 于 很 多 目的 来 说 , 有 下 面 的 弱 极 大 信 原 理 就 足够 了 . 
定理 3.1 设 工 在 有 和 界 区 域 Q 中 是 椭圆 的 。 假设 
(3.4) fe Qh, In>0 (<0); FQ, c=0, 
其 中 wEOa(o) NOM). 则 w 在 5 上 的 最 大 值 (最 小 值 ) 在 3C 
上 达到 , BB 
(3.5) supu—supu (inf w= infu) . 


WO /在 @ 中 仅 局 部 有 界 ， 例 如 a, ECO), BRE 
个 结果 仍然 正确 。 还 有 , 如 果 不 假定 在 8 中 连续 ， 结 果 (3. 5) 能 
够 换 成 
(3.6) sup t= lim n supu (x) Gnfu—lim infu(2)), 


证 明 不 难看 出 ， 如 果 :在 0 中 Lu>0, 那么 强 极 大 值 原理 成 
S; M, REE 2 中 达到 内 部 最 大 值 . 因为 在 这 样 的 反 Lo E, 
Du (a) =0, FBW D'u (wo) = [Diu @o) ] FE. BERRA LÆ 
Hi 图 KM, By HE P [a (eo) ] 正定 . 因此 Lu (eo) = (ao) Dips (so) 
<0, 3X Lu>0 FE. GE 章 在 这 个 论证 中 仅 需要 系数 矩阵 [oo 
的 半 定 性 .) 

由 假设 (3.3), 12/ 和 A<6o0= 常 数 。 于 是 因为 0 之 和 ,有 一 个 充 . 
分 大 常数 ?7 使 得 
。32 -， 


Lev = (ya + yb") eA 一 70o02 > 0, 
困 此 , 对 任何 e>0, 在 2 Ht L(t ce) >0, 按照 上 面 就 有 


sup (u-+ ee?) = sup ut €€7*) ， 
a aQ 
S200, RIEAN, EM ERB EK, supu=supy, ] 


附注 “从 这 个 证 明显 然 可 得 : 在 系数 矩阵 tc2 引 4 非 负 并 且 对 某 
Tk, iJo] /ew 局 部 有 界 的 较 弱 假设 下 , 定理 也 成 了 并. 

引进 下 面 由 极 大 值 原 理 所 提 示 的 术语 是 方便 的 : E O 中 满足 
In=0(>0, <0) 的 函数 是 Luw=0 在 只 中 的 解 ( 下 解 、 上 解 )。 当 
也是 Laplace  , 子 时 ,这 些 术 语 分 别 对 应 于 调和 、 下 调和 及 上 调 种 
函数 . 

更 一 般 地 我 们 假设 在 9 中 e<0, BPR O'TCQ, FH 
u>O, 可 以 看 出 如 果 在 中 Lu>0, 那么 在 Qt 中 Lou =a” Diut 
b'Du>—cu>0, 因此 《在 2+ 上 的 最 大 值 必 在 0A 上 达到 ,因此 
也 就 在 OQ 上 上 达到。 于是, ut= maxu, 0), w =min(u, 0), 我 
们 得 到 ; 

推论 83.2 设 工 在 有 界 区 域 2 HEMER., BERE Q 


(3.7) Lu>0(&0), ce0, 

Hit ucca). BA 

(3.8) sup u<sup ut GinfuSinfu), 
Q ag A aa 


如 果 在 8 Ht Iu=0, 那么 
(3.9) sup w%|=sup' wl, 
Q ats 


在 这 个 推论 中 , 条 件 CSO —- IRA BER RYE e> 0, KA 
然 的 , 因为 问题 : du--xu=0, 在 68 上 w=0, FEEFEE x F 
极 大 值 原理 的 一 个 直接 而 重要 的 应 用 是 问题 的 唯一 性 和 人 解 对 它 的 
边 舍 的 连续 依赖 性 ， 从 推论 3.2 自动 地 推出 对 于 算 子 上 的 证 典 
Dirichlet 问题 的 唯一 性 结 朱 . 

定理 3.3 ELEQ HERR, Epes, Rik uw fl 
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4 是 072(Q) NC°(O) 函数， 在 0 中 满足 Iw=Lov, 在 2Q bu=», 
IPAE QH u=, 


3.2. 强 极 大 值 原理 

虽然 弱 极 大 值 原 理 对 大 多 数 应 用 来 说 已 吓 够 了 , BE, 有 一 个 
强 的 , 排除 了 非 平 凡 内 部 最 大 值 假设 的 极 大 什 和 原理 常常 是 必要 的 ， 
我 们 将 使 用 下 面 经 常 有 用 的 边界 点 引 理 来 对 于 局 部 一 致 椭圆 型 算 
子 得 到 这 一 结果 , KIMORA COQ 满足 内 部 球 条 件 ,如果 存 
在 一 个 球 8CQ2， 使 zw。E98B8 Bl, Q 的 补 集 在 zo 点 满足 外 部 球 条 
件 ). 

51 3.4 Bi LER 中 是 一 致 精 圆 的 ，c=0 并且 wo, 
设 zo € CQ (EB 

G) u FE vo ER; 

Gi) 对 所 有 的 cEQ, u(a) >u@); 

(iii) 02 FE ro 满足 内 部 球 条 件 . 
MA uF r 的 外 法 加 导数 如 果 存 在 , 必 满 足 严 格 的 不 等 式 


(3.10) a (wo) >0, 


如 果 c<0 并 且 C/A AAR, RE u(t) 之 0, 则 同样 的 结果 成 立 . 

证 明 因为 在 wo 处 a 满足 内 部 球 条 件 ， 故 存在 一 个 球 B= 
Bry) CQ, 使 Zo E90B， 对 0<p<BR, 我 们 引进 由 下 式 定 义 的 一 个 
辅助 函数: 

m (a) =e eee 
其 中 7= |s—y] >p, iiea#-PRENERRM. 直接 计算 得 
Ly (@) =e" [4a%a® (a, — y) (@— ys) — 2a (a + BF (e — y) )] +00 
>H (4a) (a) 7? — 2a (a*+ |b) r) +e], b= (b+, ---, b"), 

由 假设 a"/A, |b|/A 和 ce 人 RARR. AET a 足够 大 使 
得 Lv 之 0 ERK A=~Bey) -B,y) 上 到 处 成 立 . 因为 在 
OB, (y) f.u—-u(@o) <0, RATER RM s>0， 使 得 在 OB, (y) 上 v 一 
(vo) +ev<0, XP ASABE OBey) 上 满足 (这 里 v=0). 这 
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样 ， TEA HBA Luule) + ev) > —cu(eo) >0, FFA FE OA 上 
U—U(Go) +ev<0, 现在 弱 极 大 值 原 理 (推论 3.2) 蕴涵 Ww 一 wwo) 十 
s2<0 在 4 到 处 成 立 . 在 wo 取 法 向 导数 , 我 们 就 得 到 所 要 的 


2 (ay) > 一 52 (oo) = eo (R) >O, I 
更 一 般 地 ， 无 论 法 同 导 数 是 否 存 在 ， 我 们 得 到 


(3.11) lim inf “C2 uw) 9, 
Ty | T — To | 


其 中 ， 对 某 个 固定 的 O>0, 向 量 wm 一 zx 与 ty 处 法 线 之 间 的 夹 角 小 
于 /2 一 人 . 

虽然 内 部 球 条 件 能 够 被 稍稍 放松 ， 可 是 OO 在 wo 没有 适当 的 
光滑 性 是 不 可 能 断定 (3.11) 的， 例如 , 设 L=4 并 且 8 是 RR 的 第 
一 象限 ， 于 是 在 2 中 对 于 %(w) = -er RNA u<0, w(0) =0, 
FFA 4u=0, HÆ lim u(a) /|e| =0, 所 以 (3.11) 不 成 立 . 


我 们 现在 能 够 推导 下 面 的 E. Hopf [HO1] 的 强 极 大 值 原理 ， 

定理 3.5 设 工 在 区 域 8 (不 必 有 界 ) 中 是 一 致 椭圆 的 ，c=0 
并 且 Lu>0(<0), 那么, MAR uE 8Q 内 部 达到 它 的 最 大 值 ( 最 小 
值 ), 4 就 是 常数 ， 如 果 c<0 并 且 o/ 有 界 , 那么 除非 它 是 常数 , T 
W uE O 内 部 不 能 达到 非 负 最 大 值 ( 非 正 最 小 值 ). 

如 果 L 仅 是 局 部 一 致 椭圆 的 并 且 125 直 /入 ，c/ 和 仅 是 局 部 有 界 
的 , 这 个 结论 显然 保持 有 效 . 

证 明 ”如 果 我 们 假设 , 与 定理 相反 , wv 不 是 常数 并 且 它 的 最 大 
{i MM 之 0 在 0 的 内 部 达到 , 那么 4 二 YM 的 集合 8- 满足 0Q-cC0 及 
2Q-NQ#D B 是 07 中 的 一 点 ， 它 到 830- 比 到 99 更 近 . 考 
IRL wo 为 心 的 最 大 的 球 BCGO-。， 于 是 对 某 一 点 VE6B 有 uly) 一 
M, 而 在 B 内 4% 二 MMM， 由 前 面 引 理 推出 Du(ly) 关 0, 这 在 内 部 最 大 
EA y 上 是 不 可 能 的 . J 

如 果 在 某 点 c 过 0， 那么 定理 的 常数 显然 为 零 

不 用 定理 3.1 和 引 理 3.4 而 直接 去 证 明 强 极 大 值 原理 当然 是 
可 能 的 (例如 看 [MR2]). 


另外 类 型 的 边 值 问题 的 唯一 性 定理 是 引 理 3.4 和 定理 3.5 的 
推论 ， 特 别 ， 对 于 古典 Neumann 问题 ， 我 们 有 下 面 的 唯一 性 定 
理 . | 

定理 8.6 Hucl N (O) 是 Juw=0 在 有 界 区 域 Q 中 
的 一 个 解 ， 其 中 工 是 一 臻 椭圆 的 ，c<0, o/ 入 有 界 并 且 Q 在 89 的 
每 一 点 上 注 尽 内 部 于 条件 WEE OQ 上 处 处 定义 了 法 向 导数 并 


Hie 00 | 2 =0, MA uO PEM, WIRE O PRALE 
A e<0, BA ux0. 

证 明 WU uk SL, RATT LL Mw A —w HE A 的 
一 点 mo。 上 达到 一 个 非 负 最 大 什 用, 并且 在 Q 内 部 小 于 M (根据 强 
极 大 值 原理 )， 在 mo 应 用 引 理 3.4 我 们 就 推出 -名 Ceo) 0, 与 假 
BAS. J 四 | | 

定理 3.6 的 结果 也 可 以 推广 到 混合 边 值 和 斜 导数 问题 ; (见习 
题 3.D ， 当 80 有 隅 角 或 棱 线 时 , 在 那里 4 的 导数 没有 定义 ; 即使 


MR ute 号 上 连续 ， 这 些 结果 在 所 说 的 一 般 狂 之 下 也 十 不 A 的 ; 
《见习 是 3.8(a)), 


3.3. 先 验 的 界 
” 极 大 值 原理 也 为 有 界 区 域 中 的 非 齐 次 方程 Zuw=j 的 解 提供 
了 一 个 简单 的 逐 点 信 计 ， 我们 要 指出 ， 只 有 椭圆 性 常数 和 系数 的 
界 被 包含 在 内 , 这 成 为 在 非 线性 问题 中 的 一 个 重要 的 考虑 。 
ERST REAR EMO lus sf (=f), 其 中 Let 网 
的 ，o<0， 并 且 wECo(O) NO), 那么 


G3.19) supullul) <supu* (jul) +0sup FL (LAL), 


其 中 是 一 个 仅 依 赖 于 8 的 直径 和 BC=sap|jbl/ 的 常数 . 特别 ， 
如 果 4 位 于 二 个 相距 a 的 平行 平面 之 间 , 那么 (3.12) 成 立 , 其 中 C 


=æ etd] g 
证 明 R 2 位 于 板 形 区 域 O<a<d 中 ， #4 Loma” Dyt 
e 36 = 


bD: SF a>B+1, 我 们 有 
Lge = (Patt ab*) eS) (a? 一 ae 和 


Ri 


v=supu* + (e*’—e™) sup AEL . 
J 72, 因为 Lv = Lov + evs —Asup(\|f1/4), 
L(v—u) < —a(sup hl +L)<o CGE Q rh), 
并 且 在 OQ bv—uS0, H, FE O-e"—1 Ha>, x Le 
>f WERI Sy By AR, | 
supu<sup v =sup ut +0 sup JEL, 

FA —u 代替 u, 即 得 到 Lo=f IA (38.12), J 

当 条 件 o 委 0 不 满足 时 , 只 要 区 域 8 充分 罕 小 ， 仍然 可 能 断言 
一 -个 类 似 于 (3.12) 的 先 验 的 界 . 


推论 3.8 设 在 有 界 区域 8 中 =f 了, 其 中 工 是 椭 加 的 ， 
uC (O) NCO), 设 O 是 定理 3.7 的 常数 ， 并 设 


/ =1— Kai 
(3.18) Ca 一 工 C sup > >0, 
那么 | | 
1 IF | 
. < 过 一 一 一 
(3.14) sup |u| 5- (sup|u| +0 sup ). 


BIE A O =e] 是 (3.12) 中 常数 的 一 个 可 能 的 值 ， 
其 中 a 是 包含 的 任 一 板 形 区域 的 宽度 , 故 条 件 (3.13) 在 任 一 充 
分 窗 小 的 区 域 中 将 被 满足 , 在 这 个 区 域 中 量 |b|/ 和 和 ec/ 入 上 有 界 ， 
MR o* =0(M c<0), 那么 Ci—1 M (8.14) ew 3.12), 

推论 8.8 的 证 明 把 Lu= (t+ou=f 改写 为 形式 

(Loto )u=f'=f+ (ce —olu=f—ctu, 
从 (3.12) 得 到 
sup|u| <sup |u +0Osup LL 
If] 


A 


<sup|u| +C(sup +sup|«| sup zj 
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这 个 不 等 式 和 (3.13) 蕴涵 (3.14). J 
推论 3.8 的 一 个 直接 推论 是 在 充分 小 区 域 中 Diriohlet 问题 
解 的 唯一 性 (当然 假定 量 |b|/ 和 c/ 入 有 固定 上 界 ). 


3.4. Poisson 方程 的 梯度 估计 

只 要 对 方程 附加 上 一 - 些 条 件 ， 极 大 值 原理 还 能 用 来 导出 解 的 
导数 的 估计 .为 了 说 明 方 法 , 我 们 对 Poisson 方程 来 求 这 种 估计 . 
这 里 导出 的 结果 对 于 较 后 的 发 展 并 不 需要 ， 

设 在 立方 体 @= {r= (t1, ++, Gn) ER"| lz] <d, 2%=1， n} 
中 4u=f, uCC?(Q)NO°Q), HESTER FER. 使 用 比较 论 
证 , 我 们 将 导出 估计 


(8.15) | Dez(0) <F splus wolf i=], =, n 

”在 半 立 方 体 

= {(w1, wes Ln) | |z| <d, i=1, nets n—i, 0<a,<d} 

中 考虑 函数 pa’, Ln) ~ luce’, En) U(E, — Dr) ], 
其 中 2 = (w1, mrt Xn-1) 和 g= (a, Dn). 可 以 看 出 pw", 0) =0, 
sup | | <M =sup|u], BFE Q | 49|<N=sup|f|, Bee ws 
og = 0 7 

Yle, o) =A L | a! | 4-25 (nd — (w—1)2,)]4+N% Zn (d— in). 
显然 在 2 二 0 E Yr, zn) 20, 而 在 aa 的 其 余部 分 上 yoM,; 还 
有 他 = 一 入 ， 因 此 在 全 中 4 十 p) 志 0, 在 862 上 风土 9 之 0, ME 


由 极 大 值 原理 推出 , Æ Hlor, a) | <p; om). Ep ay oe 
表达 式 中 置 v =0, 然后 用 mm ERF, t BTS, 就 得 到 


Db0) | =lim| -2O: | < 和 M+ 名 
它 就 是 i=n 时 所 断言 的 估计 (3.15) .用 相应 的 方法 可 推出 5 一 1 
…，n 一 1 的 结果 ， 如 果 了 0，(3.15) 为 调和 函数 梯度 界 (2.31) 提 
供 了 一 个 (本 质 上 ) 独立 的 证 明 . 


°* 3B - 


从 (8.15) 我 们 推断 出 在 任 一 区 域 2 中 du=f WARI ui 
足 仿 计 
(3.16) sup 吃 Du 和 Csup u| +sup dz |f Œœ) |), 


Hh d,=dist(@, 2, C=0 (n). HAWR CE, 并 且 入 是 一 个 
uty FE © aK d=d,// n ALAE, 则 从 (3.15) 就 有 不 等 式 
d| Du (x) | <O (sup|u| +d? supi f|) hg 
a@ g nD waum AA. 
<O (sup|u| +supdi| FO. pube Aii. 
(这 里 我 们 用 同一 字母 O EMILIO n 的 常数 .) 

在 如 上 的 同样 一 般 情形 下 ， 我 们 现在 用 类 似 的 比较 论证 来 导 
出 Poisson 方程 解 的 梯度 连续 模 的 估计 . 

Tht UE C?(Q) nO?(@) 是 立方 休 @ 中 du=f 的 一 个 解 , 令 UM 
~suplul, N=—suplfl. Rg 是 RY 中 的 一 个 区 域 ， 由 下 式 定 
x; 

R' = { (w1, ***, Dat; Y, 2) | CA <d/2, 
i=1, =, n—1, O<y, z<d/4}, 
并 设 在 @ 中 定义 孜 数 
p(s, Y, d= uw, y-+z)—u(s', y—z) 
—u(a’, —y+z)+u@', —y—2)]. 
引进 n+l 个 变量 Lis "°y n=; Y, 2 的 椭圆 算 子 
i oF 1 æ 1 @ 
l= eto ep a oF 
我 们 看 到 在 以 PILo SN. EC ERNIA: Op, 0, 2) = 
ple, y, 0) =0; Gi) Eln =d/2G=1, --, n-1) Elp| <M; Gii) 
lp(a’, 2/4, 2) |<pz Alo, y, d/4)|<py, 其 中 , 在 @ 中 |Dwl 
<p, p eR (3.16) AMAN BAH. 现在 在 以 中 选择 一 个 比 
较 函 数 , 其 形式 为 
学 SP yz+ kyzlog 2a 


(3.17) YP, y, a= yy 
其 中 大 是 待定 的 正常 数 . 我 们 首先 观察 到 在 o 上 jp| 志 由 ， 因 为 
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aM gl 


Ty SD y+e(-14+-_%,)< 


(y+2)7/ 
我 们 知道 只 要 | 
bas (N+8(n—1)M/d), 
BA LSN, 


对 于 这 样 选择 的 b, 函 数 
Plz, y, D= -全 二- +y (4E + blog 2) 
WEZH E Q 中 Lito <0, Æ OQ! 上 风土 p 宇 0， 因 此 在 他 中 


19| < 在 这 个 不 等 式 中 令 2 一 0, 然后 除 以 z HS z BTS, 得 
到 


(3.18) + |u,(0, y) —u, (0, =y) | =lim |p 0, te z) | 
2-70 


| <44 y+ ky log E, 
HHE — F 6 TE ee RE Du, 2) —Du(O, —2n) | 导出 
类 似 的 估计 (其 中 D,=0/dm, ded, e, n1). 我 们 定义 
pC, y, = FUE, y, Du, =y, 2) ul, y, =) 
+u(a, —y, —2)], 
其 中 a= (24, “Try Vn_2). 在 区 域 
Q'={ (a, **", Wn—2, Y, z) | | a] <d/2, i=], ry n—2, 
O0<y, z<a/2} 
中 , 我 们 选择 一 个 类 似 于 (3.10 的 比较 函数 , 其 形式 为 
a 、 4MIle|? 4w y 2d 
由 (2， Y» ) = ge (4 z TA log ya ), 
其 中 心 和 下 是 常数 , EBER PRZ | Du| <u 和 


Fell +8(n- 2) M/A). 
容易 验证 在 & F Ap) <0, 在 oe Evbte>0, WENGE, 


ER pjp <b. 如 同上 面 一 样 , 如 果 在 这 个 不 等 式 中 置 2= 0, 然 
后 除 以 9 并 令 9 BTS, 就 得 到 
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(3.19) 


_u(0, 2) —D,-.u(0, —2) | =lim Pet z) 


2 i y>0 


<=. z+ kz log 2. 


如 采用 D, =A, e, n—2) 代替 Da-i 可 得 相同 结果 . 我 们 注意 
与 (3.18) 的 论证 不 同 , (3.19) 的 证 明 不 需要 引进 RH 中 的 一 个 算 
子 . 

现在 如 果 在 RP 的 区 域 8 A du=f, 我 们 就 能 从 (3.18) 和 
(3.19) 得 到 |Dw(z) — Duly) | 的 一 个 估计 ， 其 中 > 和 29 是 4 的 任 
何 两 点 . B | . 
d,=dist(#, 62), dy= dist(y, 8Q), 
FH dz,,= min (dz, dy), fre de< dy A M da= day. 首先 假设 

|e—y|<d=d,/2/n, 

并 考虑 连接 2 Aly WERE, KATRE H BO PE ee A 
Hh 2 和 y 位 于 zw 轴 上 ， 它 们 在 新 坐标 系 中 是 c= (0, £r), 
y= (0, an). AK Q= {Car +, a) | |e] <a, i=l, e, 相位 于 
Q 中 ， 它 到 22 的 距离 大 于 ds/2. 在 Q 中 可 以 直接 应 用 (3.16)， 
(3.18) 和 (3.19) 得 到 对 某 个 常数 C=0(n) 有 


A 1 
= y) <O (sup|uj +d? sap 2d 
因此 
» |Dulæ) — Duly) | Oh,» 
a, ey ple +supd|f (2) |) log S24, 


如 果 必 y 是 p oyi >d, WAGH 
dy [Duo Pu Layla +supd3if() |), 
SPER BER, 我 们 就 得 到 


a ep +sup dz! f (æ) | ) 


x (| log- 


d- 


ey [了 一 2 


ba | + 
其 中 O 是 仅 依赖 于 n EA By BC, 
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前 面 的 结果 汇总 在 如 下 的 定理 中 ， 
定理 3.9 Te UCC? (a) AE Q hi E Poison HE 4u-f, Hf 
A | 
sup d,| Du (a) | <O (sup |u| +sup dz! f @) | )， 


而 对 2 中 所 有 的 %, y¥@4y), 有 
(8.20) dg, LORD) <0 (eup|u| + supa |f(@) |) 
log Y 


x( ee +1), 
Hr C=C(n), d,=dist(x, 32A), dr,y= min (ds, dy). 

尽管 它 的 证 明 有 初等 的 特性 , 这 个 定理 实质 上 却 是 很 强 的 , 除 
非 对 了 了 作 进一步 的 连续 性 假设 , 否则 估计 (3.20) 是 不 能 改进 的 . 假 
如 了 有 界 ， 则 对 第 8 章 意义 下 的 弱 解 ， 定 理 3.9 也 成 立 ; 《见习 题 
8.4), 

对 于 Holder 连续 的 了 ,， 上 面 结果 的 推广 在 第 生 章 中 是 用 其 他 
方法 处 理 的 ， 虽 然 使 用 本 节 的 比较 方法 也 能 得 到 这 些 推广 ; Ca 
[BR1, 2]). 


3.5. Harnack 不 等 式 

极 大 值 原理 为 两 个 变量 的 一 致 顶 圆 型 方程 的 一 般 Harnack 
不 等 式 提供 了 一 个 初等 的 证 明 . 设 也.=. 了 (0) 表 示 中 心 在 原点 半 
BH p 的 开 圆 域 , 我 们 以 下 述 形式 叙述 这 个 结果 . 

定理 3.10 ğu 

-Lu 一 Qtzz 十 20uwoy 十 cu 一 0 

在 圆 域 Da 中 的 一 个 非 负 Ca 解 , 并 设 工 在 DD 中 是 一 致 椭 贺 的 . 则 
在 所 有 的 点 z= (z, y) C Days 上 , 我们 有 不 等 式 
(3.21) Ku) <u(z) Kw (0), 
其 中 K 是 一 个 仅 依赖 于 椭圆 模 数 sup A/A 的 常数 


证 明 ”我们 首先 指出 ,因为 方程 Lu=0 和 模 数 人 在 相似 变换 
下 是 不 变量 ， 帮 只 需 在 单位 圆 域 D-DD, 中 证 明 这 个 定理 就 够 了 . 
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因为 在 Dip uO, 强 极 大 值 原理 (定理 3.5) BRA u=0, 或 者 
在 Dt u>0, 于 是 假设 是 后 者 就 够 了 . BREED 中 的 集合 9， 
Fer uu), 2, FIR GCE 是 包含 0 的 部 分 ， 从 和 极 大 值 累 理 可 
以 看 出 OG! 0 37 非 空 , 因此 不 失 一 般 性 可 假设 点 Q= O, 了 ) 在 EG 
中 . 用 


Us (a, y) = teti —k (y+) 
定义 函数 H oa, He TIER 抛物 线 Ta : v4 一 0 在 
Dee wma(tS, 1), 和 公共 轴 g 一 于 如 果 大 是 充分 大 > 


3 就 够 了 )， 在 也 中 使 .>0 
的 区 域 P。 有 交 PNP E 
YUM T's, T- 所 转 成 , 全 部 位 
FD LAR: ( 见 图 
1) HE Pe, Bo. TARR 
ERER O<0.< 

& E,=oxp(av,), JE 
“是 一 个 待定 正常 数 ， 经 直 
接 计 算 发 现在 DH, MRa 
>2ku, WA 


IE, Elo aF 4bk y+) + 4ok? (y-4) | -2ako } 


| >E, (oF. 2akA) S0, 
所 以 , 对 如 此 选取 的 wa， 图 数 
(3.22) w, = (E, —1)/e%?—1) 
具有 性 质 ， 
Æ Dp Dw, 0, # Ta Ew =0, 在 Ps 中 0<w,<1., 
MER z 是 PLN P- PRE AR. TERK Queu(0) /2 W 
2eG, 或 者 Gi): 位 于 Pi 一 G 的 一 部 分 U.P, PE ULC 
T uoa, 或 者 (iii)z 位 于 P- 一 G 的 一 部 分 U- 中 , 使 得 -CC 一 
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UeG; HAL). 这些 是 仅 有 的 选择 ,因为 或 者 P+ 人 了-CH, 或 
OG" 3 PUP. (二 维 性 的 使 用 在 这 里 是 本 质 的 .) ERE 
Gi) AG), 我 们 有 | 


| u-z u0) w, => u(0) (1—w,)>0 (在 8GNeU, E), 
us ww OW, =u>O (在 rnal, E). 


RHR, HEU. buj uOw,>0. AA Luy uow) 
<0, 我 们 推断 出 | 

u(z) >> u(0)min(w.@), w-@) WeEP NP, 
特别 , 在 线段 Jy 去 ，|2| < 直上 , 我 们 有 


t 


(3.23) ul(%, 5)> Ew veel —s, 去] 


其 中 Ksg (et) 


1. 1 á 1 
-3 int vs (2, z) we =). 
现在 我 位 定义 另 一 个 类 似 于 (3.23) epee. BI, Soe 
ytl—6e*, FEKE 


P=} (e, y) ED 


v(%, y) >0, y<. 
PP 由 线段 y=t, e< 以 及 具有 顶点 ©, -D 并 通过 点 
(25, 雪 ) 的 抛物 线 o=0 的 弧 工 所 围 成 如 前 ， 适 当选 取 仅 依 
RIF wi B>O, oH we 
w= (e° —1) (2—1) 

H D tp Lu>0; fE T + w=0; # P h 0<u<i, 
从 (3.28) 得 到 ; 在 6P E u—-KywwO)w>v, XP Lu Kyu) w) 
<0, 从 极 大 什 原 理 就 得 到 
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u(z)>KywO)we) YEP. 
注意 到 DiscP, 并 今 K ,=int %w, 就 得 到 
(3.24) u(2) >K:K a0 = Kul0) vzE Drs. 
BAK KRF u. 

IE Ze Gn R zE Dia, R DaO 包含 在 DD 中 ,把 不 等 式 

(3.24) 应 用 于 圆 域 Di (2), 就 推出 
uD > Kul) V2 Divs, 
FIX PTS ERG (8.24) 结合 起 来 , 我 们 得 到 
Ku) <u) <K-Uu0) YEDi J 

从 (3.21) 直 接 得 到 
(3.25) supu< xing u, 

其 中 x=1/K°, 使 用 定理 2.5 中 的 同样 链 式 论证 ,对 于 R? 中 任意 
区 域 ,我们 得 到 下 面 的 Harnack 不 等 式 . 

推论 8.11 REKI OCR 中 定理 3.10 的 假设 成 立 。 则 对 
任 一 有 界 子 区 域 CCQ8， 存 在 一 个 仅 依 闵 于 OQ, Q' 入 的 常数 
%, 使 得 

supu<xinfu, 

如 果 我 们 考虑 更 一 般 椭圆 型 方程 
Lu=a"D;u +b Du+cu=0, ce0, % 1=1, 2, 
其 中 算 子 工 的 系数 有 界 并 且 ASdro>0, 定理 3.10 的 证 明 在 单位 
HIR D 中 ( 稍 加 修改 ) 仍 然 有 效 ; 结论 仍然 相同 , 但 是 现在 常数 下 
依赖 于 系数 在 DD 中 的 界 以 及 jp、， 因 此 , ERRER R HERE 
的 类 似 结果 时 ， 常 数 区 除 依赖 其 它 量 之 外 将 依赖 于 R 〈 见 习题 
3.4). 

对 多 于 两 个 自 变量 的 方程 ， 与 定理 3.10 类 似 的 定理 的 证 明 
仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 ， 虽 然 在 系数 在 边界 上 有 适当 连续 性 
[SE1] 或 系数 在 边界 附近 振幅 充分 小 [LN] 的 附加 假设 之 下 这 类 
结果 已 经 建立 ; (也 可 参看 第 8 章 ). 

EX Harnack 不 等 式 (3.21) 的 推论 ， 有 下 面 的 Liouville 
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定理 . | 
推论 3.12 ”如果 方程 LU = ara t busy +eu,,=0 ZE R? p È 
— BUR, % 是 一 个 下 (或 上 ) 有 界 的 解 ， 在 全 平面 上 有 定义 ， 那 
么 4 十 常数 . 
证 明 不 失 一 般 性 可 以 假设 在 民 H u>, FEE KOK RR 
的 圆 域 中 应 用 定理 3.10( 我 们 回忆 五 ARKET RAD), BEA 
(3.26) Ku) sula EE uO VER, 
AX a tA uw 在 全 平面 上 有 界 ， 令 
M=M(R) = sup ulz), m=m(R) 一 inf ulz), 
w=w(R) =M —m 
和 M=M(R/4), %=m(R/4), G=o0(R/4), 
注意 M—u, u—m 都 是 在 De 中 的 正解 ， 从 (3.25) 得 到 不 等 式 
M —im—sup(M —w) <x inf (M—u) =u(M—M), 
类似 地 
M—m<x(H—m). 
把 这 两 个 不 等 式 相 加 , WEBB u FEIN De Dra 中 的 振幅 oo 之 
TAM RAK 
(3.27) 


HS (OAAR ELA (HE (8.2), 我 们 就 有 
lim wR) =w9<0o, 


如 此 ， oR) <yo (4R) Syw. 
4 R-> o, 得 到 oyoo CAW oo 一 0. 我 们 断言 对 所 有 ?ER ， 
# u(z)=u(0), J 

另外 一 些 Harnack 不 等 式 以 及 一 些 重要 应 用 将 在 第 8 章 和 
第 12 章 中 出 现 . 


O<y<il, 


3.6. 散 度 形式 的 算 子 
我 们 简短 地 考查 一 下 数 度 形式 的 算 子 的 情形 来 结束 本 章 . 在 
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很 多 情形 下 考虑 这 些 算 子 比 考虑 形式 为 (3.1) 的 算 子 更 为 自然 .最 
简单 的 这 种 情形 是 
(3.28) Tu= D,(as Dw), 
较 后 将 有 必要 考 虚 主 部 是 散 度 形式 的 更 一 般 的 算 子 , LEQ 中 称 
为 椭圆 的 , 如 时 对 所 有 的 CEO, 系数 矩阵 [a”(z)] 是 正定 的 . 

显然 ， 当 系数 av 充分 光滑 时 ， 有 关 极 大 值 原 理 的 一 些 结果 同 
样 能 很 好 地 应 用 于 算 子 (3.28)， 然 而 ， 当 情形 不 是 这 样 时 , 或 者 ， 
象 在 非 线性 问题 中 那样 ， 当 作出 有 关系 数 光 滑 性 的 定量 假设 ( 例 
如 , 它们 的 导数 有 界 ), 常常 是 不 适宜 的 时 候 , 本 章 中 前 面部 分 本 质 
上 是 代数 的 方法 就 不 能 应 用 , 而 必须 用 积分 方法 来 代替 , 后 者 对 于 
二 的 散 放 结构 更 为 自然 . 

对 于 方程 Iu=0, MRAM BR u 所属 的 类 型 比 之 (3.28) 
中 形式 上 所 允许 的 那些 更 为 广泛 ， 则 =0 的 解 ( 下 解 ， 上 解 ) 所 
满足 的 关系 式 Lu=0(S0, <0) eM. RE, 如果 系数 a 有 
Fw hl, ŽEH ucca), 那么 ,在 广义 意义 下 , MR 


(8.29) | a” (x) DuD wp dz =0(<0, 20) 


对 所 有 非 灸 的 函数 gE03(9) 成 立 ， 就 称 入 在 9 中 满足 u= (> 
0，<<0)、 应 用 散 度 定理 容易 看 出 当 o COA) R uE, 
这 等 价 于 Lu=0(>0, <0). 在 以 后 各 章 中 将 对 更 广泛 更 合适 的 
省 数 空 间 来 定义 广义 解 . | 

弱 极 大 值 原理 是 (3.29) 的 一 个 直接 推论 . 因为 设 w% 对 所 有 
PECICA), p> i E 


(3.30) | J, a DuD wp da<0, 
并 设 和 我 们 的 断言 相反 , 有 sapu>sapu—mo, WR, 对 某 常数 o> 


0, FEFE—-FFRRUCCO, FEHB v=u-—u—e>0, WE 20" 
上 w=0、 关 系 式 (3.30) 在 用 % 代 兰 久 并 对 在 8 中 wv 在 别处 8 
一 0 的 9 仍然 正确 . COE MH p ECO), 但 是 用 Oo) 中 的 函数 
去 到 过 这 个 9 时 就 能 够 看 出 (3.30) 成 立 , ) 由 此 得 到 
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人 a” DwD;w dz<0， 


并 且 因 为 a] 是 正定 的 ， 因 此 我 们 推出 在 2 中 Dv 一 0， 因 为 在 
.0' 上 vw 一 0， 我 们 得 到 在 Q' 中 v=0， 这 与 42 的 定义 矛盾 ， 这 就 
建立 了 弱 极 大 值 原理 . 

对 于 散 度 结 构 算 子 ， 较 强 的 和 更 一 般 的 极 大 值 原 理 将 在 后 面 
儿 章 中 介绍 .除了 已 经 提 到 的 这 两 类 算 子 处 理 方法 上 的 差别 之 外 ， 
还 应 当 注 意 到 当 系 数 具 有 弱 光 滑 性 条 件 时 ， 对 于 算 子 (3.1) 和 
(3.28), 与 极 大 值 原 理 有 关 的 结果 常常 也 是 不 同 的 ， 例 如 , 对 散 度 
形式 (8.28) 的 一 致 顶 圆 算 子 ， 甚 至 当 系 数 在 内 部 任意 光滑 并 且 连 
续 到 边界 时 引 理 3.4 也 未 必 是 正确 的 ; (见习 题 3.9)， 


评注 
在 这 里 所 证 明 的 边界 点 引 理 ( 引 理 3.4) 是 属于 Hopf[HO5] 
H 仅 在 比较 函数 的 选择 上 有 所 不 同 的 一 个 独立 的 证 明 已 由 
Oleinik[ODLj 得 到 ， 除 系数 的 某 些 连续 性 外 需要 Or 边界 的 同样 
结果 在 较 早 的 时 候 由 Giraud [GR2] 导 出 ,他 使 用 了 许多 较 深 的 方 
法 . 更 早 些 的 同类 结果 , 在 更 多 限制 的 假设 下 ， 见 于 Lichtenstein 
[LO] 并 可 参考 Protter- Weinberger1IPW ]， 一 般 来 说 ， 对 于 散 度 
形式 的 严格 一 致 酉 圆 型 方程 , 邵 使 系数 在 边界 点 上 连续 ， 引 理 3.4 
也 是 不 正确 的 ,( 见 习题 3.9), 但 是 如 果 系 数 在 一 个 邻 域 中 Holder 
连续 ， 它 就 是 正确 的 (Finn-Gilbarg[FG1]). 

对 于 满足 内 部 欠条 件 而 不 是 内 部 球 条 件 的 区 域 , 与 引 理 3.4 
相 类 似 的 结果 已 由 Oddson [OD] 和 Miller LML1,3] 得 到 ， 他 们 证 
表 了 (3.11) 和 更 精确 的 结果 : 用 iz 一 zoj* 代替 |z 一 zoj， 指数 几 仅 
-依赖 于 锥 角 和 椭圆 性 常数 ; GAE mE > 一 oo 位 于 在 ze 所 假定 的 
办 部 锥 的 一 个 固定 子 锥 的 内 部 )。 这 些 本 质 上 强 的 结果 蕊 于 Puooi 
[PU21 的 极 值 椭圆 算 子 (extremal elliptic operator), 

在 定理 3.0 的 一 般 性 下 的 极 大 值 原理 痛 先 是 由 Hopf[HOl] 
证 明 的 .在 更 多 限制 的 假设 下 更 早 的 结果 可 参考 LP W] p. 156, 
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其 中 也 讨论 了 极 大 值 原理 的 各 种 各 样 的 扩充 ， 在 第 8 章 和 第 9 章 
中 研究 了 它们 的 某 些 结 轩 . | 
第 3, 4 节 基 于 Brandt [BR1, 2] 的 想法 , 他 证 明了 二 阶 椭圆 型 
和 抛物 型 方程 古典 解 的 线性 理论 的 许多 结果 ， 包 括 第 4 章 和 第 6 
章 的 能 够 从 使 用 极 大 值 原理 的 比较 论证 推导 出 来 的 更 深刻 的 估 
th. 与 第 3, 4 节 中 一 样 , 其 方法 需要 适当 (一 般 来 说 不 是 显然 的 》 
选择 比较 函数 ， 用 它们 去 估计 差 商 ， 因 此 得 到 导数 的 估计 ， 
”Harnack 不 等 式 (定理 8.10) 和 其 些 推广 属于 Serrin[SE1]. 
这 似乎 是 用 极 大 值 原理 的 Harnack 不 等 式 的 第 一 个 证 明 ，Bers 
和 Nirenberg [BN] 用 完全 不 同 的 较 深 的 方法 推导 了 很 相似 的 结 
Æ. 由 Landis[LN] 把 Harnaok 不 等 式 推广 到 ”个 变量 上 也 是 基 
于 极 大 值 原理 , 但 是 需要 对 微分 算 子 的 系数 在 边界 附近 加 上 限制 . 
当 系 数 在 边界 上 是 Dini 连续 时 ,,Serrin 使 用 方程 的 上 解 和 下 解 的 
修正 Poisson 积分 证 明了 对 n 个 变量 的 一 个 推广 
Liouville 定理 (推论 3.12) 与 非 正 曲率 曲面 上 的 Bernstein HJ 
一 个 几何 定理 有 关 (A (HO4)]), CARE ME R N cet 
ZOusy 1 CUyy = O HY SEW uw SFE 六 一 > oO 时 u=o(r) 加 则 必 是 常数 ， 
特别 有 趣 的 是 : 方程 仅 需 是 逐 点 椭 加 的 ， 在 这 种 一 般 性 的 情况 下 , 
已 有 反例 表明 推论 8.12 RR, Bernstein 的 结果 也 是 基于 极 大 值 
原理 的 , 但 是 论证 十 分 不 同 ， 并 且 更 多 是 几何 的 。 
是 o 
B.A. 设 工 首 有 界 区 域 9 中 满足 定理 3.6 WAR eh, HEE A h Lu=0, 
(a) 设 2R æ Sy U SaS JES), 并 设 在 Sa 的 每 点 上 满足 内 部 球 条 件 , 假 
UE CFO) NOQY Sa) nc (QM Bik 合 边 界 条 件 
”在 6 上 w=0， 在 6s 上 6Du=0， 
其 中 向 量 B= (Ba), e, Baa) 在 每 一 点 x ES» 有 一 个 非 零 
IADR ON ABE). Mu=0, 
(b) 1% 02 满足 内 部 球 条 件 ， 6 NOC FE AF RD 
界 条 件 
， ZN Lamut 6(2)Du=0, 
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3.2. 


3.3. 


3.4. 


3.5. 


3.6. 


3.7. 


其 中 ax(8.w >0, v= 外 法 向 则 w==0. 
(a) 如 果 志 是 椭圆 的 ,在 区 域 9 中 Lus0( <0) CK<0, BZ u KARR 

到 内 部 正 最 大 值 ( 负 最 小 值 ).( 关 于 系数 b 未 做 假设 .) 
(b) 如 果 在 有 界 区 域 9 中 工 是 椭圆 的 , c<0, #HuEec?(Q)NC@Q) 

在 中 满足 =f, 那么 

sup|u| <sup|u] +suplf/el. 
设 在 外 部 区 域 7?>>7o 中 二 auwg 十 bay 十 cuyy 二 0, LD 2— RRB. 证 
明 如 果 u -DER WMA u r> ce 时 有 极限 (可 能 是 无 穷 ); BB 
LGS]). [在 扩张 到 无 穷 的 适当 环形 区 域 中 应 用 Harnack 不 等 式 .] 使 用 
这 个 结果 去 证 明 Liouville 定理 (推论 3.12), 
Ku 是 
Lu=a“ D, u +b'D;u+cu=0, ca0, i, j=1, 2 
的 非 负 解 ,其 中 工 的 系数 满足 不 等 式 
A/hep, [D/A], |c/A|<v Cu, 7 一 常数 )， | 
证 明 Harnack 不 等 式 (3.21), 其 中 尺 = 玉 (4, v), 以 及 推论 3.I11, 其 中 
K=K(u, v, Q, Q’). 
BIZEA FLAY IR Do:0<r<ro 中 ,习题 3.4 PAF L 的 条 件 都 满足 ， 
并 设 在 Po 中 Lu=0. RAR u -JER W24 r> 0 时 4 有 极限 
《可 能 是 无 穷 ); (BAS. 
zucen 
Iu=a" Dyu to Du +cu=f, c<0 
在 只 "的 有 界 CO 区域 台中 的 一 个 解 ， 并 且 在 20 CENA WE Baty) NOs, 
时 的 外 部 球 条 件 . 设 和 4 是 正常 数 使 得 
at (a) EEA] E], Vae 2, EER” ao |b], [el <4, 
MR p €C?Q)F AE OQ E u=p, WH u 在 xo 满足 Lipschitz 条 件 
lu(x) —u(a)|<K|zx—-aml, xEQ, 

Bip Ke KA, A, R, sup|f], |2|2o)。 FACT Bt È 4 u eCa) 并 


且 20 充 分 光滑 时 K 提供 了 “在 29 上 的 梯度 的 界 ; 《参看 [CH]，Pp。 
343). 如果 O 的 符号 未 加 限制 ， 证 明 : 只 要 五 还 依赖 于 suplw|， 则 局 


样 的 结果 成 立 . 

(a) 设 前 一 习题 中 的 算 子 有 在 原点 Holder 连续 的 系数 a: 在 |z| 一 
ro PHRA K A la) —a" (0) | 专区 |z1”, a>0, 假设 在 有 孔 
ER O<r<ro 中 Lu>0c=0), #84 r> 0 时， 
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{owes r), n=2, 
i= 
olr2 7), n>2, 


试 证 明 
(3.31) lim sup uw (7) < sup u(x), 
FRH u Bee 


(b) 如 果 ”>2， 证 明 车 系数 aq4 在 z 一 0 Ek, H ro A 
6>0, u=0 (r3), 则 (a) 中 的 同样 结果 成 立 ; (参看 [GSJ). 


3.8. 考虑 方程 
《3.32) L,u=a%D,u=0, ai= +g Cr) SE, i, j=l, =, n, 
证 明 Lsww=0 有 一 个 轴 对 称 解 4==w《7?), #0, 它 满足 常 微分 方程 
wY t-n 
w  ra+g' 


(a) 如 果 %=2， 并 且 g(r) =—-2/2t+logr), IERDE GC. 32) AIX 
D; 0<r<rore* 中 是 一 致 椭圆 的 ,在 原点 有 连续 的 系数 , 并 且 在 
AFL Aik D-{O} PAAR BE CS. 31) NAAR a+ b/log r, 

(b) i R n>2, 并 且 g(=—-[L14+@—Dlogr], 证明 (3.32) 在 
0<r<rn-e t hE RR, HEERKE ARRA. UAT 
RR u=uCr) 满足 条 件 ， 5 r0 h u=0(r?™), 但 不 满足 
(3.31), 

C(e) MR n>2, 确定 一 个 项 数 g(?) 使 得 (3.32) 是 一 致 梢 加 的 ， 并 县 有 
一 个 在 +=0 连续 的 但 不 满足 (3.31) 的 有 劣 解 . 

3.9. i w=zexp[— (log /|z|)V"1, FERRA ws 一 v2(2)w,, 其 中 
arala ay) ae ale tH). 

HEAR u=Rew=zexp[ — (log (1/r) i RRECAD- RRR DE 

(Aug t buy) e+ (buet cuy),=9, © 

其 中 的 系数 ,在 原点 wa 一 了 b> 0, c>1, Æ0<r<i 是 正则 的 ,注意 

u(0,0)=0, 4a>0h uG@, y)>0 并 且 xwek0 0)=0, 与 引 理 3.4 进 

行 比较 ， 


TE 
Poisson 方程 和 Newton 位 势 


在 第 2 章 中 我 们 引进 了 Laplace 方 HERKKI, 出 下 式 给 出 : 


ap naw lool n>2, 
(4.1) P@-g)=L(jo-y| = E 
“Vay. 2 
On og | 2 一 y|, n= 
对 于 区 域 L-MARA f, f % Newton 42 # He F SRE MX 


的 函数 w: 
(4.2) ww) = fa Ley) f(y) dy, 


从 Green 表示 公式 (2.16) 我 们 看 到 , 当 680 充 分 光滑 时 , 一 个 
OO) NOCO) 函数 可 以 表示 为 一 个 调和 函数 和 它 的 Laplace 的 
Newton 位 势 之 和 , 因此 毫 不 奇怪 , WLS H Newton 位 势 的 研究 
能 够 充分 实现 Poisson 方程 du=f 的 研究 . 本章 主 要 从 事 Newton 
位 势 的 导数 估计 ， 除 了 导致 Poisson 方程 古典 Dirichlet 问题 的 存 
在 定理 之 外 ， 这 些 估计 构成 了 第 6 章 中 讨论 的 线性 椭圆 型 方程 
的 Schander 方法 或 位 势 理论 方法 的 基础 . 


4.1. Holcer 连续 性 
如 果 (4.2) 中 的 函数 属于 OO, R : 
w(a)={ Te- Wy Te- dy 


=| I (2)f (2@—2z) dz, 
我 们 看 出 函数 由 REC"), 另 一 方面 , MRA BSE, 
Newton 位 势 凤 就 不 一 定 二 次 可 徽 . AMAMETHRH — A A 
数 了 就 是 Holder Æ ERKAK, 我 们 现在 来 介绍 它 。 
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设 wo 是 R" 中 的 一 点 , 而 了 是 定义 在 包含 m WARKI D 上 
的 一 个 函数 .假设 0 过 a 二 1， BUNS S Æ mo 具有 指数 a 的 Holder 
连续 性 , 如 果 等 式 


(4.3) CF] a = SUP F A | 


o r 
是 有 限 的 . RIRS] an HEF KF DE mm Hj a-Hölder 系数 . B 
然 , 如 果 S 在 vo Holder 连续 , 那么 在 mm ES, 4 (4.3) Xf} a= 1 
为 有 限时 , 则 称 了 在 zo Lipschitz 连续 . 

例 ”函数 在 B1(0) 上 由 f(z) ==|z|5,0<<8<1 给 出 ,在 z=0 
具有 指数 B 的 Holder 连续 性 , 当 B 一 1 时 Lipschitz 连续 ， 

Hilder 连续 的 概念 不 难 推广 到 整个 刀 ERLER). 我们 
IKS AD PERRA aty Holder 连续 性 ,如 果 量 
(4.4) Lfle= sup. HED, 0<a<1, 
是 有 限 的 ; 称 了 是 在 号 中 县 有 指数 a 的 局 部 Hilder 连续 性 , 如 果 
在 也 的 紧 子 集 上 具有 指数 w 的 Hilder 连续 性 . mE DERW, 
这 两 个 概念 显然 一 致 ， 而 且 , 请 注意 , 局 部 Holder 连续 性 是 比 紧 
子 集中 逐 点 Holder 连续 性 更 强 的 性 质 ， 一 个 局 部 Holder 连续 的 
Pa, 假如 它 也 在 D 中 有 界 , CE D 中 将 是 逐 点 Holder 连续 的 . 

Holder 连续 性 原来 是 连续 性 的 一 个 定量 的 尺度 , 特别 适 合 于 
偏 微 分 方程 的 研究 ， 在 某 种 意义 下 , 可 以 把 它 看 成 是 分 数 次 可 微 
性 . 这 暗示 着 把 熟知 的 可 微 函数 空间 的 自然 放宽 ， 设 @ 是 民 "中 
的 开 集 , 大 是 非 负 整 数 ， 定 义 Halder 空间 O%*(Q) (COw"(@)) 是 
>) (CO*(Q)) 的 一 个 子 空间 , Eb OP ACE O 中 具有 指数 a 
的 Holder 连续 性 (局 部 Holder 连续 性 ) 的 函数 构成 ， 为 了 简单 起 
见 我 们 记 

OQ) =0°(Q), 0D) ~0°(0), 

无 论 什 么 时 候 , 用 到 这 个 记号 时 a 都 理解 为 0<a<1l, 除非 另外 声 
BY. 


名 KS o 


O% (a) =), CQ) =A), 
对 于 0<a<1, 我 们 就 可 以 把 O (0) (C*(O)) 空间 包括 在 Oa) 
(OC*%a( 右 )) 空间 之 中 我 们 也 用 OO ERE O(A) LWE R 
中 具有 紧 支 集 的 函数 的 空间 ， 
我 们 令 

[2], oo 一 | -D*u | o;o =sup sup |D°u|, k=0, 1, 2, +, 
(4.5) 

Lt] r, a;0 = [D"u] a;0 = sap [Dew) a;0. 
用 这 些 拟 范 数 能 够 分 别 定 义 空 间 C*(Q) O O 上 的 有 关 范 数 

llem=iulaeo=lulsoo= 因 四 seo= $ D'u |oo, 
(4.6) Julom =|tlnao lulet lx, a0 
= |u| r;a + [D'u] ao. 

£), 0) 上 引进 非 量 纲 的 范 数 有 时 是 有 用 的 , 特别 在 本 
章 ， 如 果 Q AK, 4 一 diam 9, 我 们 令 
DI CA pd 
ji 各- 一 [ulkan || iat or+® [20] x, aio 

= |u| kot d+ [Du] a;n. 
空间 o, C**(Q) 在 分 别 赋 予 相应 的 范 数 后 是 Banach 空间 ; 
( 见 第 6 章 ). 

这 里 我 们 指出 ，H6lder 连续 函数 之 积 仍然 是 Holder 连续 的 . 
实际 上 ， 如 果 wE0°(8), vE), RMA wE), 其 中 
y=min(a, B)， 并 且 
( 4.7) || ea | ory <max(1, d*+8-37) Ka oÂ) [o eam; 
uo | eres < julen vloa. 

PA OM RA KM O, 4 b+a<k +d HAS KR 
O”:2'(Q) CO%*(Q) — = RL. 然而 应 当 注 意 , 一 般 来 说 这 样 的 关 
系 是 不 真 的 , 例如 , 考虑 尖 点 区 域 

0 一 {Z，9) ER? gy< |s|, +y’ <i}; 
并 且 对 某 个 6, 1<B<2, Hy>0 Hf ule, y) = (sgna)y*, y<O BT 
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(4.6)' 


uls, y)=0, BRUCO. Ri, mR1i>a>s/2, 容易 看 到 
ud O*(Q), Aik CO £0*(Q), 


4.2. Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 

RER: WR S ERR RR 9 PARA Holder 连续 ny 
Poisson 方程 的 古典 Dirichlet 问题 在 Laplace 方程 可 解 的 同样 边 
界 条 件 下 (定理 2.14) 可 以 求解 . 首先 我 们 需要 有 界 区 域 中 Newton 
位 势 的 某 些 可 微 性 结果 . 

在 下 面 算 子 D 总 是 关于 变量 2 的 . 

引 理 .1. 设 了 在 RARA, Ji w f i Newton 位 
势 . 则 wc, 并 且 对 任何 “GE 


(4.8) Dew(2)=| DT -DFA i=1, =, n, 
证 明 由 对 DI 的 估计 (2.14), 函数 
了 
BEL. AVE o= Dw, 我 们 固定 一 个 函数 9EC (R)， 满足 
0<n<1, 0X7 <2, 4t<1 BY nG) =0, 4 t>2 fng) =1, 并 对 
e>0 YM 
wo =| P@—y)n( wy, 
显然 Ww。 ECO1(0), 并 县 
lv (a) — Dw, (2) | 


= | Dd —n) (42>) T (æ—y) ly (y) dy, 


所 以 
Lols) 一 Dew, (a) | 
<suplfif (DT @~v) | +21 @-y) | ay 
Ine 
ep | ~ 2° noes 
4e(1+ |log2e|), n=2, 


es 5A o 


从 而 当 s—> 0 时 ws 和 Da 分别 在 2 中 一 致 收敛 到 ww 和 wv， 因此 
weC(O) Hi Dw=, J 

引 理 4.2 RSH OAR A M Holder 连续 ( 具 有 指标 
@<l), Cikw ft f E Newton fr #. Mj wE), 在 中 
4w=f, 并 对 任何 cE Q, 


(4.9) Duo) =|, Dsl) FO) O” 


-fæ | DL GD dy b j=, oy m 
其 中 Qo 是 任 一 包含 2 的 区 域 ,对 于 它 , 散 度 定理 成 立 , HESE 
2 DEH WS, 
证 明 由 对 DL 的 估计 (2.14) 和 上 在 9 中 的 逐 点 Holder if 
Sk, 函数 
uo) =| Dul @—y) (FQ) ~F@))dy 
一 | DT oy) ry) ds 
有 明确 定义 . 设 v=Drw, 并 对 > 0 定义 
| Vs(@) = | DI (e— gz 对 -2 一 外 \f (dy, 


HEt n EA R a EY PR. LA VECO, 求 微 分 , 假 
如 e 充分 小 , 就 得 到 


Do 人 -| Di DI @—y)n(2#—"") be) ay 
= | Dj} DT (@—y)7 (12-21 )} (f(y) 一 Fo) dy 
+f (2) Jo. Dj D: 一 幼 7 (dezu) lay 
~ | DA DT -yn (Le) Fy) -F@)ay 


-f œ) | DiT (ey) vs(y) dy 
因此 , 相 减 , 假如 。<dist(z, 28) 就 得 
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tu (e) — Dia) | 
| p[i- EDren ka] 


<[ flex), (Dol @-9) | +5] DL (æy) | )le-y "dy 


= 


<(2+4)(flas(2e)*, 
从 而 Dyv 在 2 的 紧 子 集 上 当 e-> 0 BUS u, 并 且 因为 在 
2 HH ve BORA) om Dior, RIRES w EOF E u= Dyw, 
最 后 , 在 (4.9) 中 令 o= Bale), HAKR A 


i F) fonas vi (y) ni (y)ds,=f (æ). J 


从 引 理 4.1, 4.2 和 定理 2.14, RE BB 

定理 .3 设 吕 是 一 个 有 界 区 域 , 并 设 69 的 每 点 (关于 
Laplace 算 子 ) 正 则 . 那么, 如 果 了 是 2 中 有 界 局 部 Holder 连续 函 
ay, Mya 典 Dirichlet fa] Bi. Æ 2 H Ju=f, FEOQ Luo, WF 
任意 连续 边 值 8 都 是 唯一 可 解 的 . 

证 明 RIJEN wf H Newton 位 势 , 并 令 v=u-w, F 
是 问题 :在 2 中 du=f, 在 600 k usp, 等 价 于 问题 ; E rp do=0, 
在 4 上 2 一 ?一 ,根据 定理 2.14 得 到 它 的 唯一 可 解 性 、】 

在 人 2 是 一 个 球 的 情形 , Panis B= B,(O0), M Poisson 积分 公 
式 ( 定 理 2.6) 和 下 理 4.1, 4.2 可 推 得 定理 4.3， 而 且 解 有 显 式 


(4.10) u(a)=| K, Devass+| Gæ, DFW oy, 
Hr KH: Poisson 4% (2.29), Tit G Œ Green K% (2.28), 


Aw (s) = 


4.3. 二 阶 导数 的 Holder 估计 

下 面 的 引 理 在 理论 的 以 后 发 展 中 提供 了 基本 的 个 计 . 

引 理 4.4 设 Bi=Br(zo)，D=Bapko) 是 民 中 的 同心 球 . 
假设 fC O*(B,), O<a<1, Ife w HES HB. PH Newton 位 势 。 
MA we 0?" (Bs) IF H 
(4.11) | Dw | 0, a;n SO | F lo, aiga 
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Bp, | D?w | 9:8, + R* [D7] an SO (| flown +R * flea), 
其 中 C=C(n, a), 
证 明 对 任 一 2E Bs, 由 公式 (4.9) 我 们 有 


Dyw(a) =| DaT (8—9) (FO) —F@) dy 
-f @) | DT (eyv a) doy, 
”于 是 由 (2.14)， 
(4.12) (Dwl) <E paf as, 
+ el, los 
<2" | f(a) | +2 BR)*Lf lee 


«0C FAC) | + B* (flax), 
其 中 O1=01(n, a), 
其 次 , 对 任 一 其 它 点 x€ Bi 再 次 用 公式 (4.9), RNA 


Dw =| DE-DE -ID 
-F@ | DL @—y) vy) ds,. 


2 8=|2—z|, E- (0+7), 从 而 通过 相 减 得 到 


Dyw) — Dyw (a) =f (@) Lat (Fle) -f (x)) Ts 
十 Ta 十 IT4 十 (Fo) -f (2))Is+ Ie 
其 中 积分 I, Lo, fs, La, Is Al Ie 为 


n=|, (DT @—9) -DT G—y)) 4 (y) as, 
Iy~| DT (Ey) yds, 

Ts=| Dyr @—9) Fæ) ~FY))ay, 
L=| „D @—y) GU) -FE dy, 


-5 一 By Boce) Dyl (wv—y)ay, 
L= f gy (Dal oy) -Dr E- FE -F@) dy. 
这 些 积分 的 估计 能 够 如 下 得 到 ; 
|I| <]æ—z! f (DDI (Ey) ds, $t a M z ZERRA £, 
<Å eri, Waa y COB. 有 | 和 -> 及 
<ntore( 2)", HW 8=|2—z/<2R, 
nis Soe] ano 


PEI Dy @—y) | |F@) —F) lay 


<= (Flas | 


Bisa iT) 


ja—y|*"dy == 3y [f]a:z. 
L A(S ar 与 五 的 估计 相同 . 

分 部 积分 给 出 
E= f DT) sy 


| DI (2—y)v,(y) as, 
ə Baler) 


十 


< i DI (a—y) v;(y) dsy 


i—s 
2t + (2) | ds, = 22， 
NW, \ 2 aBs(f) 


lIe < isz [DD —) | [F @) -S @) lay 


Mo Me [WSR S, 
<%| est a DI dy, c= n(m-+B) /oon 
KcS[flae( Yay 


iy—fi>ð |a—y|*t 


<(S) 23 (flax |, Ey dy 


ly-~-€j ad 


Bie |z-y|<5|€—-y| <3/2-y], 


< 了 一- ma È ) O*[flaz, cl =n? (nt). 
把 各 项 集中 在 一 起 , 这 样 我 们 有 
(4.18) | Dyw (E) — Diw (@) | 
<O (RIFE) + (flat (flax) |e- 
其 中 Ca ENKET n 和 a KR, 于 是 结合 (4.12) 与 (4.13) 得 
到 所 要 求 的 估计 . J 
附注 如果 Oy, Qo 是 使 得 Q1CB,, ODB, 的 区 域 , 并 日 
JEC (Or), W w 是 /了 在 Q 上 的 Newton 位 势 ， 那么 在 (4.11) 中 
用 Q Qa 分 别 代替 By By 时 引 理 4.4 显然 仍旧 正确 ; 即 ， 
Dw | oa, SO |S | oai. 
Poisson 方程 解 的 Holder 估计 可 直接 从 引 理 4.4 得 到 . | 
E45 设 wE03(R")，fEO%(R*)， 在 Rr 中 满足 Poisson 
方程 hu=f。 那么 w€ OSR), 并 且 如 果 B= Br) EBA u 的 
支 集 的 任 一 球 , 我 们 就 有 | 
[Dulo ais <O Ff |b, am 


(4.14) | Du |owz<CR|fF |o, 
| CR? fi 9:B; n> 2, 
[ui ogs , 
CR’ (|logR| +1) If lon, n= 2, 


其 中 O=O (n, w), 
证明 由 表示 式 (2.17)， 


(4.15) uls) -| T 2 一 四 (Go 


于 是 从 引 理 4.1 和 4.4 以 及 了 在 B 中 有 紧 支 集 的 事实 分 别 得 到 
Du 和 D3 的 估计 ， 而 (ulon 的 估计 从 (4.J5) 立 即 得 到 ， ] 

为 了 得 到 Poisson 方程 解 的 下 述 内 部 Holder 估计 , 能 够 通过 
各 种 方法 去 掉 4 具有 紧 支 集 这 个 限制 . (也 见习 题 4.4) 

定理 4.6 设 2 是 人 "中 的 一 个 区 域 , 并 设 vE 0XQ), fE) 
Æ Q 中 满足 Poisson 方程 du=f, 则 wE0Q%*(Q)， 并 对 任何 两 个 
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同心 球 B,= Br (£0), Bo= Bor (@) CCQ, 我 们 有 
(4. 16) [2 2， ap, SO (Ju 0:8, +R? IF | o aime)» 
p O=C(n, a), 

证 明 或 者 用 Green 表示 式 (2.16), 或 者 用 引 理 4.2， ,对 于 
wE Bo, 能 把 4 写成 4(%) =o (w) +w Ce), 其 中 2 在 Bo 中 调和 , w ze 
J Æ B: 中 的 Newton 位 势 . 由 定理 2.10, 引 理 4.1 4.4, RING 

R| Dv | on, + B?| Do |b a:m, SO |0] o;m 
<O(|u! 0:2, + RB? |F | 0:2,). 
最 后 的 不 等 式 当 w>2 时 直接 从 = 一 V 一 2 得到， 当 郊 =2 时 可 把 
考虑 成 Poisson 方程 在 民 ' 的 一 个 球 中 的 解 ， 用 同样 的 方法 得 到 这 
个 不 等 式 ， 结 合 这 些 不 等 式 就 得 到 所 要 的 &% 的 估计 .了 

内 估计 (4.16) 的 一 个 直接 推论 是 Poisson 方程 如 = 了解 的 任 
何 有 界 集 的 二 阶 导数 在 紧 子 区 域 上 的 等 度 连续 性 .所 以 由 Arzela 
定理 我 们 得 到 紧 性 结果 (定理 2.11) 推 广 到 Poisson 方程 解 的 一 个 
扩充 . | 
推论 和 .7 4 FECC*(Q)M, Poisson 方程 4x= 了 在 台中 的 解 
的 任 一 有 界 序列 必 包 含 一 个 子 序列 ， 在 紧 子 区 域 上 一 致 收敛 到 一 
个 解 . 

有 时 更 为 可 取 的 是 内 估计 (以 .16) 的 另 一 (等 价 的 ) 公 式 ， 用 基 
种 内 部 范 数 ( 它 在 后 面 是 有 用 的 ) 表 出 ， 对 于 mw yc, 2 可 以 是 
Rs 的 任何 真 开 子 集 , id ds 一 dist(%, 02), dy=min(d,, dy), 对 
4EO (0Q), C (Q), 定义 下 面 的 量 , 它们 类 似 于 全 局 拟 范 数 及 范 
数 (4.5)， (4.6). 

[u] kon Luliso= sup | 也 wo k=0, 1, 2, +r; 
I&i = 大 


k 
ea 一 之 [ee] 5:03 
j= 


fula) — Do u(y) | 


(4.17) Dgan sup atte P 2 0<a<1, 
“ule nae 


[tli oo0= |%l eat [ul i, ain; 
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在 这 种 记 法 下 ， 
[dao= |tlo:0= |4] ov. 

我 们 指出 ulko 和 |ui ao 分 别 是 C’(Q) 和 O%* (OQ) 的 子 空间 上 
的 范 数 , 在 这 些 子 空间 上 这 些 范 数 是 有 限 的 .如果 人 有 界 并 且 
d=diamQ, 那么 显然 这 些 内 部 范 数 和 全 局 范 数 (4.6) 有 关系 
(4.17)' lulk an max (1, att) [eee asa. 
mE O' CCQ Al o =dist(Q', 02), 那么 
(4.17)" min (1, o%**) ulr aas lulk asa. 
这 里 引进 量 | 
(4.18) Flaso sop lf (0) | + sup ary EO -FW 
也 是 方便 的 . 它 是 后 面 要 定义 的 某 种 范 数 的 一 个 特殊 情形 . 

从 定理 4.6 我 们 现在 能 对 任意 区 域 导 出 一 个 内 估计 ， 它 将 在 
第 6 章 中 以 非常 相似 的 方式 推广 到 椭圆 型 方程 上 去 . 

定理 全 .8 iuc’), FEC) AR 的 一 个 开 集 82 中 


满足 4 一 4， 则 
(4.19) lujza SOC jujon t |f Ezo 
其 中 C=C(n, a), 


证 明 ”如果 或 者 uloa 或 者 Sleko 是 无 穷 , 则 估计 (4.197 
是 平凡 的 ， 否 则 对 zE 9, R=- d, Bi 一 Br(z), Ba- Bor(z), 对 
任何 一 阶 导 数 Du 和 二 阶 导 数 Du, € 
d| Du (x) | +d} | D’u (s) | < BR) | Dulo2, + (3B)?| Dw|o0,s, 
<C(|tlon, +R'|Sf loan) (4.16) 
<O (luloo tif Eka. 
因此 得 到 
(4.20) [ulz <O (ulon t+ Ifl zo). 
为 估计 [u] an, He, yEQ, ded, 于 是 
geta | Dule) — Duy) | 
a |a—y|* 
< 3B) [Du] sa +8°(8B)*(| D'u (a) | + Du) |) 


<C(|t4loz, +R? |S loan.) +6lule:o HH (4.16) 
<CCluUloo+ |f lise) 由 (4.20). 
于 是 得 到 估计 (4.19). J 
前 面 的 第 果 给 出 了 Du，D*w 及 D u 的 Holder 系数 在 紧 子 集 
中 的 界 , 用 (4.19) 的 右 端的 界 表 出 ， 因 此 它 是 Poisson 方程 解 的 紧 
致 性 结果 的 基础 、 特 别 , 推论 4.7 也 是 定理 4.8 的 一 个 直接 推论 . 
以 后 将 指出 后 者 蕴涵 着 解 和 它们 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 在 紧 子 集 
上 的 等 度 连续 性 . 
利用 紧 致 性 结果 (推论 4.7), 我 们 现在 能 够 对 于 无 界 的 f， 导 
出 Poisson 方程 du=—f 的 一 个 存在 定理 . 
定理 和 .9 k BER i—i, f 是 一 个 C“( DB) 函数 ， 对 
菜 个 B, 0<A<1 4 supl |f (oj<N<co， 则 存在 唯一 的 函 


A uc (B) NCB) Æ B pE 4u=f, eB Lu=-0, mH, 
u 满足 估计 
(4.21) sup dz. lule) | «ON, 


其 中 常数 C 仅 依 赖 于 L. 
证 明 ft (4.21) 可 从 一 个 简单 的 闸 函 数论 证 推 得 . 即 ， 设 
B=Br(%), 7 一 12 一 zol， 并 令 
wlw) = (Æ 一生) 
通过 直接 计算 , 当 r<R KERNE 
Aw (a) = — 28 (R?— r?) 2 n (R?— 77) +2(1~ Br 
<48- p) RR- r) 
<—BA-—£)R*(R-r)?*, 
SRE BRE Bh du=f, 在 0B Lu=0, KH d=R-r, 由 假设 
我 们 有 
lf (Œ) | < Ndi? = N (R—-1)%?*< — OoN dw, 
其 中 Co= [8A-L)R] 一， 于 是 
Æ Bh (CoN wtu) <0, 
在 6B 上  CONuwutu=0, 
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所 以 , 由 极 大 值 原理 ,对 于 wEB 有 

(4.22) lu (s) | <CoN w (s) <CN di, 

它 强 渭 着 共有 常数 CO 一 2/B8(1 一 B) 的 (4.21). 

”最 后 证 明 AEE, 我 们 设 
| {m, fm, 
fa A |F i< m, 
fxm, : 
并 设 {Bx} 是 充满 B 的 同心 球 序 列 , 使 得 在 Br 中 fl <k, 定义 Um 
如 下 :在 了 中 满足 hin = fm Æ OB E ty, =0, 


H (4.21) Bey o, 
sup ds” | tn (2) | <Osupg E] Fm (a) | <CN, - 


于 是 序列 {ig} 一 致 有 界 ， 当 mk 时 在 Bi 中 Lun 一 了 . 因此 把 推 
公 4.7 逐次 应 用 到 球 Br 的 序列 上 , 故 {em} 的 一 个 子 序列 在 BB 中 
政策 到 CB) Hi u, EH BPE =f. 由 此 可 得 ， uws 
ONas 因此 在 DB Eu=0, J 
用 反例 容易 证 明 如 果 B<0 则 定理 4 9 失效 ， 我 们 注意 这 
定理 可 以 推广 到 比 球 更 为 一 般 的 区 域 上 去 (见习 题 4.6)， 同 
M 对 于 具有 正则 点 的 任意 区 域 , Poisson Fy RA Mu=f W h BR 
Dirichlet 问题 对 于 满足 某 种 可 积 性 条 件 的 无 界 的 了 是 可 解 的 ; ( 见 、 
习题 4.3). 


4.4. 在 边界 上 的 估计 

定理 4.8 将 在 第 6 章 中 用 于 线性 椭圆 方程 内 部 Holder 估计 
KES. 然而 为 了 建立 存在 定理 所 需要 的 全 局 估计 ， 我 们 需要 定 、 
M 4.8 的 一 个 能 够 应 用 到 区 域 @ 和 半空 间 的 交集 上 的 形式 . 首先- 
我 们 导出 Newton 位 势 的 Holder f (GE 4.4) 的 一 个 适当 的 推 
广 ， 在 下 文中 用 R 表示 半空 间 wm>0， 卫 是 超 平面 办 =0 B= 
Bor (@o), Bi1= Bp (a) ae 的 球 , 我 们 设 

bi = B:N Ri, Bi =B ANR, 
引 理 4.10 设 fE€0*(B#)， ww 是 Bf 中 于 的 Newton 
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ABS, We w CC? *( Bt) It 
(4.25) | Dw | oast SO |F [0,a; B33 
其 中 C=CGz，a). 

证 明 假设 Bs 与 7 了 相交 ,因为 否则 这 个 结果 已 经 包含 在 引 
理 4.4 中 了 . WW Q=Bs, 对 于 Dyw, 表示 (4.9) 成 立 , WR + QA 
gen, WA WY ASS 


| DE @—y)rg)as,(=| DT (@— y) v(y)ds,) 


ET ERIA 0, KAZE By, Ro vy=0, 于 是 在 引 理 4.4 中 对 
于 Dyw 的 合计 G Rirn), 4H BS RAE Ba BON BI RE 
B (E 和 用 OBL -T R OB, 时 确实 可 同 前 面 一 样 地 进行 。 最 后 
我 们 能 够 从 方程 dw=f 以 及 当 k=1, oe, m— 时 Di. 的 估计 来 
估计 Daw, J | | a | 
定理 和 .11 Hewco?(Bs) NBr), FEO* (Br), 在 Bt 中 
满足 du=f, 在 四 上 w=0. Ii weC? “(BY It BA 
(4.24) | te | a BEC (Uo, Bi tR? |F |o, aig) 
KH C=C (n, a). 
证 上 明 Hv = (Qa, e, Dn), = (@’, — Tr) 并 且 定 义 
; we F(a’, Ba), ==, 
Ff (a) =f" (a, Da) -7 a), 2 <0. 
假设 Bs 与 7 相交 ; 否则 定理 4.6 Ai (4.24), & Br ={eER*| 
w*€Bi} 并且 D=Bi UBF UCBNT). WW f*EC*D) 并且 
IJ“ loa p21 fF |, a: Bye 
现在 定义 


(4.25) w(z)=[ . æy) -T ay) 
=| TG -Peg wi 

RIA w(a', 0) 一 0( 见 习题 2.80) 以 及 在 BE 中 dw 一 f， 注 意 到 
| Ty Vay= | Tf oy, 


于 是 得 到 
wa) =2f Fwy) FW |, P@—wf (Way. 


But(e)=| Cen f Way, 用 引 理 4.4 后面 的 附注 (在 其 中 


S 0,= BY, Q.=D) KA 
| Dw" | 6,0; Bt <C|F* lora; S20 |f |o, a;n. 

把 此 式 与 引 理 4.10 结合 起 来 , 我 们 得 到 
(4.26) | D?w 10, 0, pt SO |F | 6, a;n. 
现在 设 2=w%w 一 w， 则 在 Bi 中 4o=0, ET 上 "一 0. 通过 反射 ,2 
可 延 拓 成 Bs 中 的 一 个 调和 函数 (习题 2.4), 因此 从 调和 函数 的 内 
部 导数 估计 (定理 2.10) 就 推 得 估计 (4.24). J 

附注 ”如 果 除 了 定理 4.11 的 假设 外 , u EB UT HRA 
紧 支 集 ,我们 从 (4.26) 可 得 到 较 简单 的 估计 (推广 了 (4.14)) 
(4.27) | Dw) 0, azi SO |f oo 人， 
在 这 种 情形 下 我 们 有 表示 


(4.28) ula) =w) =| IT (@-y) -T (2—9) If Ody. 


得 到 一 个 与 定理 4.8 相 类 似 的 结果 将 是 有 用 的 ， 在 这 个 结果 
中 直到 一 个 超 平面 边界 块 这 个 估计 都 是 有 效 的 ， 为 此 目的 我 们 引 
进 与 (4.17) 和 (4.18) 相 类 似 的 某 些 部 分 内 部 范 数 和 拟 范 数 ， 设 上 0 
是 R* 中 的 真 开 子 集 ， 在 t=O 上 具有 开 边 界 部 分 了。 对 r, yea, 
我 们 记 
d, = dist (£, 82Q—-T), ds,y =min (ds, dy) 。 

我 们 定义 下 面 的 量 

[u] k our = [el kour = sup d% | Dew (%) P k=0, 1, 2, +; 

l&i =k 

DP S300) foun 

(4.29) [limour— sup a Pe o, 0<a<i, 


|u |x kanut = |u i kourt lu]: ka OUT} 


jul sup ilua) + sup dese AOE —u@y) | 


0,a;OuUT | y|” 


我 们 现在 能 够 叙述 : 

定理 4.12 设 Q 是 R* 中 的 一 个 开 集 ,在 z=0 上 具有 边界 
Wa T, Fi uca) 由 O°CQUT)，fEO*(QUTD 在 2 中 满足 
d= 了 ,在 ZT 上 w=0. 则 
(4.30) [wlzaouor Owy ood |f| :ou7), 
其 中 C=C (n, a), 

这 个 结果 是 从 定理 4.11 用 与 从 定理 4.6 得 到 定理 4. 8 的 同 
样 方法 得 到 的 ; 因此 略 去 证 明 的 细节 . 

定理 4.11 和 4.12 为 Poisson 方程 的 解 在 边界 的 超 平面 部 分 
上 提供 了 一 个 正则 性 结果 . 更 一 般 地 ， 如 果 只是 一 个 有 界 区 域 ， 
f €0%(Q) ,wEC?(Q) NC (Q), Æ Qh 4u=f 3 Ain 20 M u Hy 
边 值 充 分 光滑 , 就 可 推出 w EC O?*(Q), 这 个 结果 实质 上 是 Kellogg 
定理 [KE2]， 在 第 6 章 中 将 作为 我 们 讨论 线性 椭圆 型 方程 的 一 个 
副 产 物 来 建立 ,然而 在 8 是 一 个 球 的 情形 却 能 够 直接 从 定理 4.11 
导出 . 

定理 4.18 设 B 是 R* 中 的 一 个 球 BLEW Ru Al fw 
足 w€E03(B)NO%MB),fEC*(B), 在 B 中 4 人 =f, 在 6B 上 ww0. 
则 we C?*(B), 

证 明 ”通过 平移 我 们 可 以 假设 0B 经 过 原点 . RR cc" 
=g/ |z|? 是 R* 一 {0} 到 自身 上 的 一 个 双边 连续 ,光滑 的 映射 , 它 把 
B 映 到 半空 间 成 上 ， 此 外 ,如 果 wE03(B) NO (B), H 


(4.81) o(a) = |a|**u( 5) 
定义 的 Kelvin 变换 , FEAF C7(.B) NCS) FABER 
4.7) 
(4.82) dav (a*) = |e* |u), EB, cE B 
= |z*| (Bs rae x); EB. 
因此 定理 4.11 能 够 应 用 于 elvin 变换 v, 并 且 因 为 通过 变换 , 6B 
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的 任 一 点 都 可 以 取 做 原点 , 故 得 到 wEC2“(B). 了 

推论 和 4.14 设 popcorn B, FED. MBA Dirichlet fay 

i. £ B P du=f, 在 6B 上 w= p: 对 于 函数 VEC… (如 ) 是 唯一 可 
解 的 . 

证 明 记 ~=* 一 p， 这 个 问题 就 化 为 问题 : 在 如 中 w=f— 
Ap, #2 OB 上 w=0, 由 定理 4.3， 这 个 问题 对 于 vEC2(B) NB) 
是 可 解 的 ， 所 以 由 定理 4.138, 对 于 vwEC2“( 万 ) 是 可 解 的 了 

作为 定理 4.13 证 明 的 一 个 副 产 物 , 我 们 看 到 引 理 4.4 在 下 述 
意义 下 可 以 改进 , B, 如 果 fEC*(B)， 则 它 在 如 中 的 Newton 位 势 
将 属于 OB), 


本 章 的 Holder 估计 本 质 上 属于 Korn [KR1]. 
在 引 理 4.2 rH, Hölder 连续 性 能 够 用 Dini 连续 性 代替 , 于 是 


如 果 
(4.38) F-D, 
其 中 | .erar<co 


F 的 Newton 位 势 使 是 Poisson 方程 如 = 的 一 个 C7 解 ; (见习 题 
4.2), RT, 如 果 了 仅仅 连续 ，Newton 位 势 就 不 一 定 二 次 可 微 . 

加 权 的 内 部 范 数 和 拟 范 数 (4.17)，(4.29) 采 自 Douglis 和 
.Nirenberg [DN] ， 部 分 内 部 范 数 和 拟 范 数 (4.29) 的 主要 作用 是 通 
过 直接 仿效 内 部 估计 的 证 明 来 简化 边界 估计 的 推导 ; 〈 例 如 ， 见 定 
F 4.12 和 引 理 6.4), 


J B 


4.1. (a) 证 明 (4.7). 
(b) 如 果 f EORR g ECD, E fog ECA), 

4.2， 如 果 f Æ Q rh Dini 连续 ( 即 f 满 足 (4.33)), 证 明 引 理 4.2. 

4.3. 如 果 了 的 有 界 性 用 对 某 个 p>>2/2, FEL (DAS, 证 明定 理 4.3 仍然 
成 立 ;( 见 引 理 7.12). 


4.4. MARR (2.17) 于 v@ =u@)n(|e—-x0|/B), WER 4.5 推导 定 


4.5. 


4.6. 


4.. 


理 4.6, Eh n ERE PARA ae 1 € CROS 4r<l 
Kin) = 1, 4 r>2 时 n@)= 

证 明 Laplace 方程 的 立体 平均 值 不 等 式 (2.6) 到 Poisson 方程 的 下 述 
推广 uE NA), Æ hE u=, Of. WATE 
一 球 B= Bay) C2, ANA 


w= >) rg], eae [, FOO” B deh r= leyl, 


Nn 
其 中 
-2 = (2-9 — R) — (CR? — r3 /2R*, n>2, 
Olr, R)= 
log (B/D) -F A-r), ne 2, 


如 果 用 一 个 任意 有 界 0? 区 域 代 替 球 B, 证 明定 理 4.9《 使 用 附录 的 引 
HEL ARR d'n, 其 中 眉 是 一 个 适当 的 截断 de E S A 
2O. 
HE QCR” h Ml=f, 证 明 :对 zz| 和 2 由 
2 一 |Z| "oz 
定义 的 的 Kelvin IRW E 
duis) = |s| "Ff @/121%), 
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Banach 空间 和 Hilbert 空间 


这 一 章 为 第 6 和 第 8 章 研究 线性 椭圆 型 方程 解 的 存在 性 提供 
所 需要 的 泛 函 分 析 材 料 。 这 些 材 料 是 已 经 精通 基本 泛 函 分 析 的 读 
者 所 熟悉 的 , 但 是 ,我 们 将 只 假定 读者 对 初等 线性 代数 及 度量 空间 
的 理论 有 一 些 了 解 。 除非 另外 指出 ， 否 则 本 书 中 用 到 的 一 切线 性 
空间 都 假设 定义 在 实数 域 上 . 可 是 , 如 果 用 复数 域 代替 实数 域 , 这 
一 章 的 理论 几乎 可 以 不 改变 地 搬 用 . 

设 关 是 只 上 的 线性 空间 .六 上 的 范 数 ( 模 ) 是 一 个 上 映射 KH 
RA EARME p@® = |e] =iely sEV), WE 

CG) 对 所 有 的 2zEY |ej>0, le] =0 当 且 仅 当 o=0; 

(ii) 对 所 有 的 a€R, ser, |aa| = |a] |al; 

Gi) 对 所 有 的 yer, le+ylslel+lyl CAPTEN. 
线性 空间 六 赋予 范 数 后 称 为 赋 范 线性 空间 MEE p 定义 成 

p@, y)=|2—yl, s, yer 

时 , 赋 范 线性 空间 Y 是 度量 空间 ， 从 而 , 如 果 | 一 2| 一 0 则 序 歼 
{in} VME zEY， 还 有 , MY m, noo 时 |‖z 一 on 
一 0， 则 {z} 是 Cauchy 序列 . 如果 Y 完备 , 也 就 是 每 一 Cauchy 
序列 收敛 , 则 称 y Jy Banach 空间 ， 

Bi (i) 在 标准 范 数 

[sl = (Sn) , o= Gea, +, m) 
之 下 ，Euolid 空间 R" 是 Banach 空间 . 
Gi) 对 于 有 界 区 域 QCR"， 在 第 4 章 中 引进 的 等 价 范 数 

(4.6) 或 (4.6)' 2 F, Hölder 空间 O% *(Q) Æ Banach 空间 ; (见习 
题 5.1, 5.2), 
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(iii) Sobolev 空间 W*?(Q), Wk ?(Q) (AL 7B). 

在 偏 微分 方程 中 存在 定理 常常 可 化 成 适当 函数 空间 中 的 方程 
的 可 解 性 .对 于 线性 椭圆 型 方程 的 Schauder 理论 ， 我 们 将 使 用 
Banach 空间 中 算 子 方程 的 两 个 基本 存在 定理 , BY E BR Oe DR 
和 Fredholm 二 择 一 性 质 . 


5.1. 压缩 映 象 原理 

赋 范 线性 空间 六 到 自身 的 映射 卫 称 为 压缩 映射 , 如 果 存 在 一 
数 O<1 使 得 
(5.1) 对 所 有 的 mw yo, [Te—Ty|<6|2—y]. 

定理 5.1 Banach 空间 用 中 的 压缩 映射 和 有 唯一 的 不 动 
Rl, 即 方 程 了 w=% FEE ME eB, 

证 明 CGR RITUAL) rEZ HIR o= Tto n=1,2, + 
定义 序列 {a} CBA, WME nm, 则 根据 三 角 不 等 式 得 到 


, n 
[Dni < 2 e eal 


= > PaT] 


< È 90mm 一 mol (根据 (5.DD) 


< [emf 0 (*%4m—->0co), 


从 而 序列 {en} 是 Cauchy 序列 , 并 且 由 于 Z 完备 ， 它 收敛 于 一 元 
KICZ, BAT ULHRA, 所 以 还 有 
Te=limT 2, = lim Zn =T, 
A oT 的 不 动 点 . o 的 唯一 性 直接 从 人. 蕊 得 出 .是 
在 定理 5.1 的 叙述 中 , 空间 Z 显然 能 用 任 一 闭 子 集 代 替 . 


5.2. 连续 性 方法 
me 1 和 Ys 都 是 赋 范 线性 空间 ， 线 性 映射 了 :Yi 一 >y3 是 
AY HD, WR 


es 71 。 


(6.2) IT] = | -Tela vs 


ey, bo | 

是 有 限 的 ， 容 易 证 明 映 射 了 有 界 当 且 仅 当 它 是 连续 的 . 有 界线 性 
映射 的 可 逆 性 有 时 可 通过 下 述 定理 从 一 个 类 似 映 射 的 所 可 道 性 推 
知 , 这 个 定理 在 应 用 中 通称 连续 性 方法 . 

定理 5.2 UAH Banah 空间 ， 入 是 赋 范 线性 空间 ， 并 设 
Ly 六 是 从 了 用 到 交 中 的 有 界线 性 算 子 、 对 每 一 i€ [0, 41, 令 

7= (1-6) Lo tila, | 

并 设 存 在 一 常数 C 使 得 对 #6E [0, 1], 成 立 
(5.3) | ti a<C | Lally, 
WOE ZRET 4ERYALEAREY, 

证 明 ”假设 对 某 sE [0, 1], Le EPR EW. 6.3), 上 是 一 
对 一 的 , Row Ly: 3S Rte. 对 iE (0, NM YE, 
程 La=y 等 价 于 方程 

Læ =y + (Le— Ly) o=yt+ G—8) Tye — G—s) Lye, 

而 后 者 又 等 价 于 方程 
v= Lyt G—s) Li hy —Ih) x, 
如 果 |s—t|<6= (OC Lol +2175, 
H Te= L y+ ¢-S) Lr do—-L)« Aah SAAR POR T 
显然 是 一 个 压缩 上 映射， 所 以 映射 对 所 有 满足 sila BY 
ETO, 1 是 映 上 的 。 把 [0, 贡 区 间 分 成 长 度 小 于 5 TKR, R 
们 看 出 ， 只 要 对 任 一 固定 的 4€ [0, 十 ,特别 是 对 于 t=0 或 =1， 
映射 Le EIR EAJ, MX — H tE [0, 力 , Ly hee. J 


5.3. Fredholm 二 择 一 性 质 o 
设 VaM Y3 都 是 赋 范 线性 空间 . Pg T: yra A k 
的 (或 完全 连续 的 )， 如 果 了 把 Yi 中 有 界 集 映 为 Ya 中 的 相对 紧 
集 , 或 等 价 地 :了 把 中 有 界 序列 映 为 光 s 中 含有 收敛 子 序列 的 友 
列 、 由 此 得 出 紧 的 线性 映射 也 是 连续 的 ， 但 一 般 说 来 其 逆 不 真 ， 除 
I Y 是 有 限 维 的 ，Fredholm 二 择 一 性 质 (或 Riesz-Schauder 原 
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理 ) 涉 及 空间 六 到 自身 的 紧 线 性 算 子 ， 并 且 是 有 限 维 空间 的 线性 
岗 射 理论 的 一 个 推广 . 

定理 9.8 设 T 了 是 赋 范 线性 空间 OY Ree PH RARER 
射 ， 那 么 , 或 者 ( 记 齐 次 方程 | 


e—Tae=0 
有 非 平 凡 解 CET, 或 者 (让 对 每 个 yEY, 方程 
e—-Te=-y 


有 唯一 确定 的 解 %€ XY， 而 且 , 在 情形 人 动 ， 已 斯 定 其 存在 性 的 算 
子 民 一 人 站 一 也 是 有 界 的 . | 

定理 5.3 UE IKRA RLF Riesz 的 简单 结果 . 

引 理 5.& 设 7 PERE SE, MEY WRF a. 
刚 对 任 一 0< 二 存在 一 个 元 素 DEY, WE |z| = 工 且 dist@, 
il) > 6, | | 
证 明 设 zEY 一 -WY. AMA, RNB 

dist(w, M) ~inf |e—y| =d4>0, 


从 而 存在 一 个 元 么 YE AL 使 得 


这 祥 一 来 , 定义 
we Ye . 
vo jz 一 ze| 
我 们 得 到 oj| <1 BHE yE M, 
zy jy ely a 
I 
如 果 了 二 Re,， BRK o 5 WER, WRO-1, CE 
Hilbert 空间 中 这 也 是 可 能 的 ， 但 是 一 般 说 来 , 引 理 5.4 虽然 肯定 
了 “接近 正 交 ”于 .化 的 元 素 的 存在 性 , 却 不 能 改进 到 允许 0 一 工 
SRS SHER ”把 我 们 的 证 明 分 成 四 步 是 合适 的 ， 
(1) BS=I-T, Heh I BSH, 并 设 
N=8-10) ={2€V|Sx=0} 
是 的 零 空间 ， 则 存在 常数 区 使 得 对 所 有 的 CCK 
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(5.4) ~ dist(a, WM)<K |Sex]. 

证 明 ” 设 结 果 不 真 。 则 存在 一 个 序列 {zw}C 满足 HSw,| =1 
FU da= dist (zn, NM), ANER] {yn} CV 使 得 

Ap < |La — Ys) < 2da. 
Tn — Yn 
于 是 如 果 n= Te? | 
EA jal =1 AY Sz,|<d> 0, 因此 序列 {Sz,} 收敛 于 0， 但 是 因 
HT 紧 , 如 有 必要 , 通过 讨论 子 序 列 , TORE ATA} MF 
个 元 素 WEY， WH a= SHT) TEREI {2} 收敛 于 
Yo, 从 而 YEN. 但 是 这 导致 矛盾 , 因为 
dist Z», N) -inf [2a —y || 


= [Ba — Yn] “inf | Cn — Ya — [z.—Yal yl 
VEN 
= |an yn] dist Co W)>Z. I 


2) RA-“SMBESHAR WARY HATS. 

证 明 {ep 是 中 一 序列 ， 它 们 的 象 {Se} 收敛 于 元 素 
YEY. ATER AZEAN, RINVAEA NY RR Ce VY, y= se, 
由 我 们 以 前 的 结果 , 序列 {Q,} AAR, 这 里 d,=—dist@, N). RW 
YEN 如 前 , 并 记 w, 一 2 一 ys， 从 而 我 们 得 到 序列 w 有 界 ， 而 
FPASu J RAT y. AAT ERK, 如 有 必要 ,通过 讨论 子 序 列 ， 
我 们 可 以 假定 序列 {ww} 收敛 于 一 个 元 素 wEYY. 所 以 序列 
{wn} RAM yt wo, MES 的 连续 性 , 我 们 得 到 S yt wo) 
=y, Am 2 EBRR. I 

(3) 如 果 .f = {0}, 则 经 = 六 也 就 是 说 , 如 果 定 理 5.8 中 情 
MOTÈ, 则 情况 Gi) AH. | 

证 明 根据 我 们 以 前 的 结果 , BAS), j=l, 2, = E 
义 的 集合 2; 构成 Y 的 一 个 非 增 的 闭 子 空间 序列 .假设 这 些 空间 
中 没有 两 个 重合 。 那 么 每 一 个 都 是 它 前 一 个 的 真子 空间 .所 以 按 
RBE 5.4, 存在 序列 fy} CY HB YE Rn ly. = 工 且 
ee 74° 


dist (Yn; Rara) >, 


这 样 , 如 果 n>m 就 有 
Dyn —PYn=Ymt (Yn —SYm +H SY) =Yn— Y 


对 某 个 yE Aoi 成 立 ， 所 以 |Pgn 一 ?gj > 5, ST HREF A. 


AMRETA BEB Alm Ay 对 所 有 的 >k 成 立 . 到 这 时 我 
们 还 没有 利用 条 件 : A= {0}. MER y 是 六 的 一 个 任意 的 元 素 . 
于 是 Sy E Bi = Bass, 从 而 对 某 个 zEY Sy =S 成立. 因此 
S"(y—Sa) 一 0 因为 SS (00) =S70) =0, Kitt y=Sa, BrUxt Br 
有 的 J, =H; =Y Rx, ] 

(4) MRA=F%, 则 人 ={0}。 从 而 或 者 情况 ka HA 
Gi) 发 生 . 

证 明 这 时 令 .=S (0) 来 定义 一 个 非 降 团子 空间 序列 
{WV}. A; BES 的 连续 性 推出 。 利 用 与 第 (3) 步 用 过 的 基 
于 引 理 5.4 的 类 似 论证 法 ， 我 们 得 到 对 所 有 的 ?> HE BL, 
Nis NRA. TH, WRAY, TR YEN, 将 对 某 个 
LEY HR y=S'e, Mit S¥e=0, 因此 zzE.Aa=.Ao 由 此 
y=S'c=0, 这样 第 (4) 步 证 完 ，] 

在 情况 G) 中 算 子 S= dT 的 有 界 性 从 第 (1) 步 与 
N= {0} 推出 。 注意 , 在 第 (1) 步 和 第 (2) 步 一 开头 就 取信 = {0} 
能 使 证 明 略 微 简化 ,而且 第 (4) 步 与 前 面 的 步骤 是 无 关 的 . 这 样 ， 
定理 5.3 SES BE. J 

从 定理 5.3 和 引 理 5.4 可 推出 紧 线性 算 子 谱 的 某 些 性 质 ， 如 
RY 中 存在 非 零 元 素 o MAA EGS) BA Toda, RRA A 
为 下 的 特征 值 . 很 明显 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必然 是 线性 
BK. Af S,-\1-T 的 零 空间 的 维 数 称 为 入 的 重 数 . 如 果 
A#0, CRPE T TEA, 从 定理 5.3 推出 , MAMAT R= OL 
—T)* #2AWRE LH, ERE BSH ER. 从 引 
理 5.4 我 们 可 以 推出 下 述 结果 ， 
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定理 5.5 赋 范 线性 空间 到 自身 中 的 紧 线 性 映射 卫 具 有 特 
征 值 的 一 个 可 数 集合 , 这 些 特征 值 没有 极限 点 ,和 =0 可 能 是 例外 . 
每 一 非 零 特征 值 有 有 限 的 重 数 . a 

证 明 ”假设 存在 特征 值 序列 {An} 满足 和 ,一 入 天 0， 这 些 ,以 
及 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 序列 {zw} AERA. 设 
A 是 由 {wr,，…， at 张 成 的 闭 子 空间 . STS >. 4, 存在 序列 
Yny 使 得 Yn E Mn, | yn = 和 dist (yn, My NE » (w= 2,3,."°). 
mE n>m, 我 们 有 

Ar LY Am LY m= Yat (Ym Sant An Sa Ym) 
=Y,—2, 其 中 2E。 il。 


因 为， 如 果 n=) Piti, 则 


yA Ty 3B; (Arey EA 
类 似 地 , Sym Mn, ATTRA 
[MTy, NTynl >=, 


和 前 提 4.7140 结合 起 来 , 它 与 算 子 了 的 紧 性 矛盾 。 所 以 我 们 开 
始 的 假设 是 错误 的 , 这 丝 涵 着 定理 的 正确 性 . J 


5.4. 对 偶 空 间 和 共 斩 

为 了 完整 起 见 , 我 们 在 这 里 指出 几 个 在 本 书 中 仅 在 Hilbert 2 
间 中 将 被 证 明和 用 到 的 结果 ， 设 是 赋 范 线性 空间 ， 上 的 泛 
函 是 一 个 从 Y 到 RR 中 的 映射 上 全 体 有 界线 性 泛 函 的 空间 称 
为 的 对 偶 空间 ,并 记 为 XY"*。 容 易 证 明 在 范 数 
(5.5) sp 


Ed 
之 下 ¥* 是 一 个 Banach 空间 . 
例 ”R* 的 对 偶 空 间 同 构 于 R 自身 . 
So" OBS, 记 为 Y, BAO WZ 次 对 侦 . 很 明显 , 对 
FEV* H Ja(f) = 了 (zw) 给 出 的 映射 了 : VV ™ Se 到 “中 
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jae WH AEM RS, RIV HO, RR 
3. A kei) Banach 空间 具有 某 些 性 质 , 使 得 它 一 般 说 来 比 Banach 
空间 更 适用 于 微分 方程 . 在 第 7 章 中 要 引进 的 Sobolev 空间 
WY%?(Q) 当 p>1 时 是 自 反 的 , 但 第 4 章 的 Holder 空间 C**(Q) 是 
非 自 反 的 . 
设 了 是 两 个 Banach 空间 41 和 多 。 之 间 的 有 界线 性 映射 . T 
Ay 3b $8, 记 为 2", 是 
(5.6) (T*9) (@) =g (Tr), gE Bs, COB 
定义 的 Bo ABI ZMK —-PAAARERN, BV, R, WV", R 
分 别 表 示 了, THESAABR, RE Z EAK, 就 成 并 关系 式 
R=N**={yE Ril gy) =0, MAW GEV", 
B® =N* ={fEBNf (@) =0, 对 所 有 的 ZE.-A 
还 有 , 了 的 紧 性 蕴涵 T 的 紧 性 . 这 两 个 结果 的 证 明 , SA, 例如 
CYC]. 从 而 我 们 看 出 ， 如果 对 Banach 空间 Z Fredholm 二 择 一 
性 质 的 第 中 种 情况 成 立 ， 那么 方程 sz 一 Tz=y oe 4 BR H 
KAII E Tg =g WREE gC, RLJ 二 0。 最 后 的 这 一 结 
WA BLE Hilbert 空间 中 建立 . 


5.5. Hilbert 空间 
BANTEX E TAH 8 Ee a Ab BB A PE AG A Oy es BE 

Hilbert 空间 理论 。 线 注 空间 W EA GRA) RHE FR 
VXI >R (SERTE 1, y) = w, YMG Ww % YET), 
它 满 足 

(i) 对 所 有 的 2, VEY @ Y=, 2). 

(ii) 对 所 有 的 M, MER, t, 2 YEY, 

(aa Aowa, Y) = A (1, Y) Holta, 。 

Gil) 对 所 有 的 #0, EY, @, w) 之 0. 
线性 空间 V 赋予 内 积 后 称 为 内 积 空 间或 准 Hilbert SR], 对 于 
sEV, Wlel= (a, 2)* ,我 们 有 下 述 不 等 式 ， 
Schwarz RFA 
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6.7) | Œœ, y) |< lel lyl; 


三 角 不 等 式 

(5.8) |e+y] < lz) + lyl; 
平行 四 边 形 定律 

(5.9) Jast-yiP+ le—y/?=2(|a]?+ yl). 


特别 地 ， 内 积 空间 OY 是 赋 范 线性 空间 .。 完备 的 内 积 空间 定义 为 
Hilbert 空间 . 
例 (i) 在 内 积 
(w, YY 一 之 0 C= (ti, +, Ge), Y= Ys, o> Yn) 
ZF, Euclid 空间 R" 是 Hilbert 空间 . 
Gi) Sobolev 空间 W"?(Q); ( 见 第 7 章 ). 


5.6. 投影 定理 

内 积 空 间 中 的 两 元 素 © Aly, WE æ, y) 一 0, 则 称 为 正 交 的 
(Mi), 给 定 内 积 空 间 的 子 集 .NW, RNA CRRA 
的 每 个 元 素 都 正 交 的 元 素 的 集合 TREMP a Æ Hilbert 空间 
中 任 一 元 素 到 一 个 闭 子 空间 上 的 正 交 投影 的 存在 性 . 

定理 5.6 设 . 乡 是 Hilbert 空 间 . 光 的 一 个 闭 子 空间 W 
对 每 一 2E 关 ， 有 2=4T2 HH yew 2EM, 

证 明 MR ee, 则 置 y=2， 2 一 0， 所 以 可 假设 MEH, 
EM, FEM 

d=dist(%, A) 一 inflz 一 外 >0 


FE (yj CU 是 极 小 化 序列 , 即 ljz 一 | 一 4%， 运 用 平行 四 边 形 定 
律 我 们 得 到 


ao- Wnty) + hyn =2 oynl + e-o’), 


BI Smt Yn) EM, 所 以 当 m, n> co 时 ,有 jy 一 加 |-> 0; 即 序 


列 fy} 收敛 (因为 CSE). 因为 -MH E, A y= limy EM 
及 lz 一 yl =a. 


+ TB œ 


现在 记 z=y 十 z, Hp z=e—y, 为 完成 证 明 , RMA PE 
ZEM, 对 任 一 YE.NM 及 aER, 我 们 有 Y+ay'E€.NM, 因 而 
d?<|e—y —ay' l= (z—ay’, z—ay') 
= |j2|?—2a(y', 2) taPly’|?, 
于 是 , 因为 jzl =a, 我 们 得 到 对 所 有 的 a>0, 


Lo, 2) <2 y'i, 


从 而 对 所 有 的 JE.-6&，( 2 一 0. Bruce. @, J 
TH y PRATE M 上 的 正 交 投影 ， 定理 5.6 还 证 明了 .党 
的 任 一 真 闭 子 空间 与 A 的 某 个 元 素 正 交 . 


5.7. Riesz 表示 定理 

Riesz 表示 定理 规定 了 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 泛 孙 作为 
内 积 的 这 个 极为 有 用 的 特性 . 

定理 5.7 X Hilbert ZA A EBETA RR TEZ AF, 
存在 唯一 确定 的 元 素 SCH, 使 得 对 所 有 的 2E%, 有 了 了 (%) = (%， 
,并 有 FI=|fl, 

证 明 OK V={e Fo) =0} 是 也 的 零 空间 . MRENA, 
Rf=0, 结果 得 证 ， 否则 , 因为 个 是 WATENE, Bee 
5.6, 存在 一 个 元 素 240, CH, 使 得 对 所 有 的 IEN, (æ, 2) =0. 
Br F(z) 40, 此 外 , WHET cE, 


F(z- Po z )—F (2) 一 T F(z) =0, 
因而 元 素 e— SIS EN. BOR 
F(s) — 
(2— FG) Z, z )=0, 
_ E (S) 19 
Bp, (a, z) 7 Fe) Izl 3 
RU Fw) = C, s), P f =F e/la tE N a ER 
AY, 留 给 读者 .为 证 明 F= | fi, RHE Schwarz 不 等 式 , 我 们 首先 
有 
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|F| = sup 和， I <sup le fl, 


|x | 
其 次 ， f= (Ff, f) =F < Fi), 
Alig fisel Fee Hifi], yO 
定理 5.7 BU, Hilbert 空间 的 对 偶 空 间 可 与 空间 自身 恒 等 ， 
从 而 Hilbert 空间 是 自 反 的 ， 


5.8. Lax-Milgram 定理 | 

Riesz 表示 定理 对 于 处 理 变 分 形式 的 线性 椭 图 型 方程 , 即 它们 
是 某 个 重 积分 的 Euler-Lagrange 方程 , 是 足够 了 、 对 于 一 般 散 度 
结 梅 的 方程 ， 我 们 需要 一 个 属于 Lax-Milgram 的 定理 ， 它 稍微 推 
广 了 定理 5.7 WaR., Hilbert 空间 A 上 的 双 线 性 形式 卫 称 为 
AR, 如 果 存 在 一 个 常数 K 使 得 对 所 有 的 v, ye, 


(5.10) | IB, y) |SK jaliy!; | 
BRN BY, 如 果 存 在 一 个 数 >>0 使 得 对 所 有 的 2E23X 
(5.11) | Bx, 2) Spal, 


内 积 本 身 就 是 有 界 、 强 连 的 双 线 性 形式 的 一 个 特例 . 

定理 5.8 设 了 是 Hilbsrt 空 间 A 上 的 有 界 强迫 的 双 线 性 
形式 . 则 对 每 一 有 界线 性 泛 阴 了 EW*， 育 在 唯一 的 元 素 ICH, 
使 得 对 所 有 SEL, | | 

Bia, f) =F (s). 

证 明 ”由 于 定理 5.7, 存在 一 个 用 Bea, f) = (w, TA, 对 所 有 
vw 定义 的 线性 映射 TT 了: 洗 > 站， 而 且 根 据 (6.10), [TFS 
K\f|, AMT EAA. HOADRNBE oI P<BS, f) = 
(F, TASI UTAL AMMAR FER, 

vİfI<S]TFI<SK!F!. 
RAA T e, AP CL 5 5.3) 而 且 2 
ESR. BET RERE Z 的 , 则 存在 一 个 元 素 z=0, 对 所 有 
KIEA WEC Th) =0, eH f=2, 我 们 得 到 (z，7T2) =B, 2) 
一 0, 按 伍 .14) 它 蕴涵 2 王 0。 从 而 2 一 是 入 上 有 界线 性 映射 。 于 


+ BO 。 


是 对 所 有 的 rE AEE IN GE, RITA FO) = Ww, 9) = 
BG, Ty) RL, WSF =T g, 结论 得 证 ，】 


5.9. Hilbert 空间 中 的 Fredholm 二 择 一 性 质 

定理 5.3 和 定理 5.5 当然 可 用 到 Hilbert 空间 中 的 紧 算 子 上 
E, 现在 我 们 对 Hilbert 空间 来 导出 先前 关于 Banach 空间 中 共 轿 
的 附注 . 借助 定理 5.7, 我 们 用 略微 不 同 的 方式 来 定义 共 轿 ， 如 
果 了 是 Hilbert 空间 .党 中 的 有 界线 性 算 子 ， 它 的 共 斩 T 由 下 式 
定义 ; 对 所 有 的 ©, YER, 

(5.12) (T*y, Œ) = (y, Tx), 
T* 也 是 .中 的 有 界线 性 映射， 显然, T = 上 ZL, 其 中 
|T | =sup, Te|/\al. 
引 理 人 .9 WET RUA, UZ ie AW, 
证 明 设 {wi} Æ HBA le <M Pe, 则 
| 一 Toy, Ltn) = ta, PT *2,) 
< onl |PL*e, | <M iT Dal, 
因而 (D*en SMIT: 即 是 说 ,序列 {Zo} 也 是 有 界 的 . 所 以 , 因 
THEW, 如 有 必要 通过 讨论 子 序列 , 我 们 可 假定 序列 {TIt} 收 
ol. 但 是 IEE, M m, n> 有 时， 
(2 (La 一 Lm) |= (TY (En — Em), T" (Zn — Lm) ) 
= (Ea — Em, T'T* (En — Bm) ) 
<2M |TT” (En — 2m) l-0, 
因为 0 Sit, TEF I {Do 收敛 ,所 以 T EK. I 

引 理 5.10 也 的 值 域 的 闭 包 是 T* 的 零 空 间 的 正 交 补 . 

证 明 A=T OR, VT 的 零 空间 . 如 果 y= Te, 则 
对 所 有 的 JE.4 BINA Y == Tr, 力 一 人 Pf) =0, 所 以 
RON”, LV BW, 于 是 AON, MERE VER, 
根据 投影 定理 (定理 5.6),9y= 妇 十 yo, He WEF, yE #*— {0}. 
从 而 对 所 有 的 «CH, 有 (ys, Ta) = "ys, 4) 一 0, 因此 ya ENS, 
BELL ye, Y= Ye, Ys) + ly = ly Ey A I 


+. 81 oœ 


注意 引 理 5.10 无 论 了 7 了 是 否 紧 的 都 是 有 效 的 ， 把 引 理 5.9 与 
引 理 5.10 同 定理 5.3 与 定理 5.5 结 合 起 来 ， 就 得 到 下 面 关于 
Hilbert 空间 中 紧 算 子 的 Fredholm 二 择 一 性 质 . 

定理 5.11 设 六 是 Hilbert 空间， 了 是 天 到 自身 中 的 紧 
Beat. 则 存在 一 个 可 数 集 ACR, 它 没有 极限 点 , 但 入 =0 可 能 为 例 
外 , 使 得 : MR AKO, AEA, 那么 方程 
(5.13) ìs—Tr=y, As—T"*s=y 
对 每 一 yE€.% 都 有 唯一 确定 的 解 2€E ,并 且 道 映射 WT 一 了 了) 
QI 一 7*) T EARR. 如果 和 EA， 映射 和 一 了 ,和 AL 一 7" Hes 
间 有 正 的 有 限 的 维 数 , 并 且 方 程 (6.13) 可 解 , 当 且 仅 当 在 第 一 种 情 
ATF y 与 和 一 7* 的 零 空间 正 交 , 而 在 另 一 种 情况 下 9 与 人 7 一 工 
的 零 空 间 正 交 . 


5.10. et 

设 是 一 赋 范 线性 空间 ， 如 果 了 (ws) 一 f(z) 对 于 对 偶 空 间 
Y* 中 所 有 的 了 成 立 ， 则 称 序列 {on} BART CCV, WE 
Riesz 表示 定理 (定理 5.7)，Hilbert 空间 A 中 一 序列 {2。} 如 果 对 
MAK YER, MIL, y)> (2, y), RAMA CCH, PRBS 
结果 在 Hilbert 空间 中 研究 微分 方程 时 是 有 用 的 . 

定理 5.12 Hilbert 空间 中 的 有 界 序列 包含 弱 收 敛 的 子 序 
列 . 

证 明 我 们 首先 假设 .次 是 可 分 的 ， 并 设 序列 {0} CH HL 
lon <M. B {ym} 是 L AETR. 通过 Cantor 对 角 线 手续 ， 
我 们 得 到 初始 序列 的 一 个 子 序列 {ww} 满足 (v5 Yn) am ER 
(k>), AT f Ym) =am 定义 的 映射 f: {Ym} 一 民 可 延 拓 为 
2 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 所 以 , 根据 Riess 表示 定理 ， 存 在 一 个 元 
ROEL, HMA yE, 4 k — oo 时 满足 (zw NF (Y) = (2, 
y)， 所 以 子 序列 {zw} BURF o, 

为 把 结论 推广 到 任意 的 Hilbert Si], RNB Ho 是 序列 
{on} 的 线性 包 的 闭 包 .那么 , 根据 我 们 前 面 的 论证 , 存在 一 个 子 席 


as 82 > 


fas 


tl 


列 {tn} CH 和 一 个 元 素 CEH, 对 所 有 的 YE Ho, BE Ga, Y) 
—> (a, y). 但 是 按照 定理 5.5, 我 们 对 任意 的 yE H, By —yot ys, 
其 中 ye Ho, MERE MARRA YEL, E On 9) = (em, 
Yo) > (v, Yo) = (z, Y), 因而 象 要 求 的 一 样 {zwj} BANAT x, J 

定理 6.12 证 明 的 第 一 部 分 能 自动 地 推广 到 具有 可 分 对 偶 空 
fa) AY Boz Banach 空间 上 去 (见习 题 5.4), 然而 对 任意 自 反 Banach 
空间 , 这 个 结论 也 是 成 立 的 ( 见 [YO0]). 


本 章 的 材料 是 标准 的 , 能 够 在 诸如 [DS]，[EW] 和 [YO] Sy 
RAT AA BP Ra, 


习 题 
5.1. 证 明 ; 第 和 章 引 入 的 Holder 空间 0%**(49) 在 等 价 范 数 (4,6) 或 (4.6)' 下 
是 Banach 空间 . 
5.2. TERA, 按照 
C¥e (2) = {u € C*(Q)) Julka} 
定义 的 内 部 Holder 空间 O04*(8) 在 (4.17) 给 出 的 内 部 范 数 下 是 Banach 
空间 . 
5.3. 设 8 是 Banach 空间 ,对 某 个 ECR, T 是 对 所 有 x E88 满足 
jel 到 总 172 
的 多 SRSA. 证 明 T 的 值 域 是 闭 的 . 
5.4. waa aR Banach 空间 中 的 有 界 序列 包含 弱 收 敛 子 序列 . 
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IKE 
古典 解 ; Schauder 方法 


这 一 章 讨论 二 wr REL 贺 型 方程 的 理论 ， 它 本 质 上 是 位 势 理 


论 的 一 个 推广 ， 它 基于 下 面 的 基本 见解 , 即 具 有 Holder 连续 系数 


的 方程 在 局 部 上 可 以 作为 常 系数 方程 的 扰动 来 处 理 .。 根据 这 个 事 


x, Schauder (S04, 加 得 以 创立 全 局 的 理论 , 我们 在 这 里 介绍 它 的 
一 个 推广 。 这 个 方法 的 基础 是 把 位 势 理论 中 的 解 的 先 验 估计 ， 推 
广 到 具有 Holder 连续 系数 的 方程 上 去 . 

整个 这 一 章 中 , 我 们 把 方程 
(6.1) wp 一 0 (@) Dyut+b'(@) Dutc(@)u=f (s), a” =a" 

记 成 Iu=f, 其 中 系数 和 都 定义 在 开 集 QCR 中 ， 除 非 另外 声 
BA, 否则 算 子 工 总 是 严格 椭圆 的 ; 即 , 对 某 个 正常 数 和 成立 
(6.2) ad (o) EEA] ED, Vw EQN, EER", 

在 进行 之 前 , 我 们 回忆 在 (4.17)，(4.18) 和 (4.29) 中 定义 的 
内 部 范 数 ,部 分 内 部 范 数 和 拟 范 数 。 它们 将 在 下 面 的 结果 以 及 本 
章 后 面部 分 中 出 现 . 如 无 另外 声明 ,总 假设 本 章 中 所 有 的 Holder 
指数 都 在 (0, DZA. 

首先 考虑 定理 4.8 和 定理 4.12 对 常 系数 椭圆 型 方程 的 推 
广 ， 我 们 在 下 面 的 引 理 中 叙述 这 两 个 结果 ， 

引 理 6.1 在 方程 
(6.3) Lou= A" Dyu=f (a), A= A 
rH, BELA] J PE, MIE HHA, A, 满足 

AEPPMAVEE <AIE/?, VEER", 

(a) uco), FEO E R HH Q 中 满足 ouf. 
则 
(6.4) juana SO (|e) 00+ |f| Eko) 

e Sq > 


¢ 


Wl 


Ht C=O(n, a, A, A). | 
b) EER 中 的 开 子 集 , 在 xz, 一 0 上 有 边界 部 分 全 , 并 设 

uE) NC QUT), fEC*QUYE Q 中 满足 Lou=f, ÆT 

上 ww 一 0， 则 

(6.5) [u| 2,aur SCC ulont |f | Eaa), 

Eh O =C (n, a, r, A). 

证 明 设 王 是 一 常数 年 阵 ， 它 定义 一 个 从 民 " 到 R* 上 的 非 奇 

异 线性 变换 y= oP, 设 在 这 个 变换 下 uw) > u(y), 容易 验证 

A“ Du (æ) = AIDA (y), 
其 中 A=PAP(P'=P 的 转 置 )， 对 一 适当 的 正 交 和 矩阵 P, AE 
一 对 角 阵 ， 其 对 角 线 元 素 是 A WIWE Ag, 0, 和， 进一步 , 如 果 
Q=PD, HH DANAE [Ars], WARM y= E Zou 一 
F (x) BH Poisson 方程 du (y) = f(y), KX BEER FE u@) uy), 
f(z) 一 了 (y)， 通 过 进一步 的 旋转 可 假设 @ 把 半空 间 mw>0 变 成 
半空 间 yn > 0, 

因为 正 交 年 阵 卫 保持 长 度 不 变 , RMA 

lz|<|zQ <r? fal, 
由 此 推 得 , 如 果 在 变换 y=4@Q ZF, QQ, v(a) > vy), WER 
和 上 定义 的 范 数 (4.17) 和 (4.18) 有 下 面 不 等 式 关 系 ， 
ely liao loli aa <el lh aa, 
c || :0< |v |Ra<clo| Mua, 
其 中 ec=e( n, A, A). 

类 似 地 , 如 果 O 是 Ri 中 的 开 子 集 , 在 mm 一 0 上 有 边界 部 分 2 
它 被 y= 20 ERR, PARMAR MRA Oh, HOM Ob 
的 范 数 (4.29) 满 足 不 等 式 

cv tanur {lz 

tol ars lv IF 
其 中 的 6 是 (6.6) 中 的 同一 常数 . 
为 了 证 明 引 理 的 (a) 部 分 , 我们 在 人 中 应 用 定理 4.8 及 不 等 


a 85 o 


(6.6) b=0,1,2,.…, O<a<l, 


aðu FS c|v | x, aes Qu Ty 
(6.7) yop ow) 
a; OU TS ely Tka QUT? 


A (6.6) 得 到 
A o.o<O({Gloa-+ | F122) 
<O(lulo; at |F| #20) 


这 就 是 所 要 的 结论 (6.4、 (之 里 我 们 用 了 同一 个 字 母 O 表 示 依 
HAT n, a, A, A 的 常数 .) 
利用 定理 4.12 和 不 等 式 (6. Ds. 通过 同样 的 方法 可 证 引 理 的 
(b) 部 分 . J 
引 理 6.1 提供 了 把 定理 4.6 和 定理 4.11 中 的 球 上 的 估计 从 
Poisson 方程 到 更 一 般 的 常 系数 方程 6.3) 的 一 个 直接 推广 . 当然 ， 
在 后 一 种 情况 下 常数 C 除了 依赖 于 n, a 外 还 依赖 于 A, A, 


6.1, Schauder 内 估计 

在 方程 Lu=f 的 研究 中 ,我们 的 第 一 个 目标 是 Schauder py fh 
计 的 推导 ， 这 个 估计 在 以 后 的 存在 性 和 正则 性 理论 的 论述 中 起 着 
本 质 的 作用 . 这 些 估计 是 以 对 Lou=f 的 解 已 在 (6. 当中 得 到 的 结 
果 的 同类 结果 为 根据 的 . 

为 了 得 到 Lo=f 的 解 在 人 中 的 内 部 范 数 ulian 的 估计 ， 只 
要 得 出 | loo 和 (在 (4.17) 中 定义 的 ) 拟 范 数 [ 四 zao 的 界 就 够 了 ， 
这 正 是 下 述 内 播 不 等 式 的 推论 ， 7 

Bucor), 其 中 是 R" 的 开 子 集 . 则 对 任 一 s>0, 存在 
常数 =C(e), 使 得 | 
(6.8) [u]; 2:0<C |ulootelesl? ao, j=0,1,2 O<a, B<1, 
(6.9) jujj,e:0<O|ujoot+e lu) ao. . JIFB<2+a; 


这 些 不 等 式 将 在 这 一 章 附录 1 的 引 理 6.82 中 证 明 , 
为 了 以 强 的 形式 叙述 Schauder 估计 , 也 为 了 以 后 的 应 用 , 我 
们 在 空间 0*(Q), OF CQ) 上 引进 以 下 附加 的 内 部 拟 范 数 和 范 数 ， 
对 实数 og RENER k, 我 们 定义 
[f12:0= l= supds**| DF (zx) Is 
iB, Ey 


» B6 r 


(6.10) [Fram sup dipte LPS ac =a 0<a<1, 
Task 


FIR- BoA 
aa lf a= If |b +o 
接 这 一 记 法 ， 当 o=0 时 这 些 量 与 (4.17) 中 定义 的 那些 量 便 等 所 
以 [和 一 [和 | 一 | 
容易 验证 , 对 于 o+7>0, 
(6.11) [fg gt2< F101 g 1 Eo. 
我 们 现在 来 建立 基本 的 Schauder 内 估计 . 
定理 6.2 ROE 的 开 子 集 , 又 设 uGO™ (0) RNE 
Tn=a" Dut O'Dut cu=f 
FE QB RAB, 其 中 了 和 系数 满足 下 述 条 件 . FPP IE HEE, < A, 
HER 
(6.12) a” EEA] E], vzn, fer" 
(6.13) Ja” a, or :0, 1C| Saad; Rates o<co. 
那么 
(6.14) lulz aa SO (|! o:o+ | F182;0) 
其 中 C= O(n, a, A, A), 

证 明 ”根据 (6.9), RE ez an WEARER G. DRET, 
并 且 只 要 对 2 的 紧 子 集 证 明 后 者 就 够 了 ， 即 . 设 {Oi} 是 2 的 开 
子 集 序 列 , EE OCO CcC A UQE, 对 每 个 [wlz,wio, 是 
有 限 的 , 如 果 (6.14) Ze OQ, 中 成 立 , 我 们 可 以 断言 : 对 于 任何 一 对 点 
v, YE 0, 和 所 有 充分 大 的 6 以 及 任何 一 个 二 阶 导数 :2 有 

appre DPD < sa 

<O(luUlo:a+ [Fl Rao) 
<O(|uloiat FIE), 
其 中 dH, = min [dist (a, 32), dist(y, 2Q))], A too, BAAS 
式 
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diy PUO Te) | <o(\uloat [flfaa) Ve, YER, 


PAR lulan 有 同一 个 界 . Ae FA WR [els 0 是 有 限 
的 . 

为 了 记 法 方便 起 见 用 同一 个 字母 O 表示 依赖 于 mw a, A, 4 的 
常数 . 

设 To, Yo 是 Q 中 任 二 不 同 的 M, 并 设 ds, = dr, ye = min (da, 
dy). BuG 是 后 面 再 规定 其 大 小 的 一 个 正常 数 ， 并 令 d= udn 
B= Bie). 我们 把 Zu= 太 改写 成 形式 
(6.15). a" (a) Dye (a (ap) — a! (2)) Dis bd Dau-outf 

=F (s), 
我 们 把 它 考 虑 成 已 中 具有 常 系数 a” (2o) 的 方程 对 这 个 方程 应 
用 引 理 6.1(a), EN E ME Yo E Ban (2o), 则 对 任何 一 个 二 阶 导 数 
D3w, 有 


d \2te Dw ( ) — Du (wo) ， 
(5) Ol ont |F |E) 


于 是 det o) <r Celom F lian) 


另 一 方面 ,如果 |x —yYo| >d/2, 
dije E o) ra UL (F) La, Dulag) | +a | Due) | 


| 2o — Uo |* 
<4 lulio 


所 以 , 合并 这 两 个 不 等 式 , 我 们 得 到 


(6.16) d2+a LD u (2p) — Du (Yo) | 
To — Yo |" 


< [wloo+ F]? am) +i [ws,0. 


我 们 着 手 用 lulo Æ [ulz an 来 估计 Ela 我 们 有 
(6.17) |F|&a;a< pa | Ca¥ (£o) — a4 (Œ) ) Dyu | M23 


+316Del 2 pt |cul Pat |f iE. 


在 估计 这 些 项 时 下 面 的 不 等 式 是 有 用 的 。 我 们 记得 对 所 有 的 
2EB, d,(=dist(2, 20))>(1—n)d.>5 de, 因此 对 gE"), 
我 们 有 


《6.18) |g |®..2<d*| 9 loin + dtt (clap 
< T- gla + GE [gl]$,4;0 
<4" [96+ 8° [9] bao 8 |g | Siain. 
对 每 一 对 i, j, WX (a (wo) —a (s) ) Du = (aë (xo) — a“ (2)) Diju, 
JK .11) Fi (6.18) 得 到 
| (a (z0) — a (2) ) D'u | 22,8< [a (£0) ~a(2) |$2;n| Dow | Ea 
< |a (zo) 一 a(z) | Vas (4u? [u] 2:0 
士 8 [u], a0). 
WHA 
|a (zo) —a (x) |ta.e<sup |a (z0) —a (a) | +d" [oj]o:n 


<2d* aap [a] o o.0<4Au*, 
对 于 (6.17) 中 的 主 项 , 我 们 就 得 到 下 面 的 估计 : 
《6.19) 2 (a" (ao) — a" (2)) Diyu | Saiz 
< 3207 A Cu] 2a + u” Eu], a:0) 
KZn Au? tt (O (u) lu oo 十 20x [U] a0). 
最 后 的 不 等 式 是 在 内 插 不 等 式 (6.8) PS em u 而 得 到 的 . 
WE 4, HE bDu=b' Dy, 从 (6.18) 和 (6.13) 得 到 
| b.Du | En < 8u’ | 0Du | Eao S8u’ |b | iuo | Du | fizo 
<8u7A luli, ao BA (O (p) |u| o0 +u” [u] a0). 
最 后 的 不 等 式 是 在 (6.9) 中 令 e= u 而 得 到 的 、 这样 我 们 有 
(6.20) | 6° Du! F..2<8nApy? (O (u) [u| oot u” > a0). 
类 似 地 , M (6.18), (6.11) 16.9), 我们 得 到 
(6.21) | cet | aw <8? |c | Eao lu |a 
< (C (u) [uloa t u? [u]? a0). 


BE, o | .| 
(6.22) . | ie Bp :| /| 。 = 
B O 表示 仅 依赖 于 见 a,h, A 的 常数 ， OC) AREA H 
的 常数 , ASE (6.19) ~ (6.22) 后 就 得 到 
|F | Qe <Op?** [1] 3, 0+0 (u) (uloot |f| Rs 
HERA (6.16) A W, 并 利用 sg=A” 的 (6. DK ‘elt 从 
(6.16) 我 们 就 得 到 | 
aara, Wine) -Drugo 
Seve | zo 一 yol” 
<u" [u], „o+O (u) (tl o:0+ FIB ， 
这 个 不 等 式 的 右 端 不 依赖 于 Zo, Yo. 对 所 有 的 zo PEIRET 
界 , 得 到 . 
[u] 2,a,a<Cp* [els, oO (1) Clulo:at |S] 82,0 


现在 选取 并 辕 定 有 一 uo, 使 On8<< 亏 ， 即 得 所 要 的 估计 


[a], ao SOt liloiot FIE. 了 
In=f 的 上 述 形状 的 肉 估计 人 允许 遵从 条 件 (6.13) 的 系数 和 fF 
是 无 界 的 . 在 内 估计 对 收敛 性 结果 的 丰 型 应 用 站 ,知道 解 和 它 的 
一 、 二 阶 导 数 在 紧 子 集 上 的 等 度 竹 续 性 就 够 了 .对 于 这 一 目的 ,下 
述 的 推论 通常 是 够 用 的 . 
推论 6.3 设 wE0%*(0)， JERE Lu=f, #4} LÆ 
Qf E GAE 6.2)), HE LARRE PRA MA 
J a 的 Hölder 连续 性， 那么 如 果 ICA, dist’, AQ) a, 就 
存在 常数 O, 使 得 
(6.23) | Dul not d*| Dulun 4d" [D]. no 
<O (|uloiot if Sa), 
其 中 0 仅 依赖 于 椭圆 性 常数 入 和 工 的 系数 的 OF (Q) FECL Ben, a). 
附注 ”这 个 结果 的 一 个 直接 推论 是 ; 具有 局 部 Holder 连续 系 
数 和 局 部 了 older 连续 的 了 的 椭圆 型 方程 Luw = 了 的 一 致 有 界 解 及 
其 一 、 二 阶 导数 在 紧 子 集 上 是 等 度 连续 的 。 对 于 具有 在 紧 子 集 
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人 CCA 中 有 一 致 正 下 界 的 椭圆 性 常数 入 和 有 一 致 有 界 的 O"(9") 
范 数 的 系数 和 非 齐 次 项 的 任 一 族 这 类 方程 的 解 ， 这 个 结论 也 同 
样 是 正确 的 . 


6.2. 边界 估计 和 全 局 估计 

为 了 把 前 面 的 内 估计 延 拓 到 整个 区 域 上 去 ， 必 须 建 立 起 在 边 
办 附近 有 意义 的 估计 .只 要 解 的 边 值 以 及 边界 本 身 充 分 光滑 , 这 
是 能 够 得 到 的 . 在 很 多 方面 这 些 边界 估计 的 证 明 是 完全 遵循 着 内 
估计 的 证 明 的 . 

-作为 本 节 前 主要 目标 的 全 局 估计 将 在 O 类 的 区 域 中 建立 ， 

定义 R 中 有 界 区 域 Q 及 其 边界 是 0*%* 类 的 , 0<a<1l, WM 
FRE FE M to EQ, 存在 一 个 球 B= B (ap) 及 一 个 把 B 映 E 
DCR" 的 一 对 一 映射 由, 使得. 

(G) vBN OD) CR'; 

Gi) Y(BN IQ) COR', 

Gil) WEC**(B), pr EOD). 
人 区域 O 称 为 有 O** 类 的 边界 部 分 也 和 92， 如 果 在 每 一 点 xs0 ET， 
存在 一 个 球 B= Ble), 在 其 中 上 述 的 条 件 满足 , 并 使 得 BNT 
人 ， 我 们 将 说 微分 同 胚 由 在 wo 附近 拉 直 边界 . 

我 们 特别 要 指出 ， 如 果 OO 的 每 一 点 有 一 个 邻 域 ， 在 其 中 OQ 
是 坐标 和 e, Da 的 w 一 1 维 OM 函数 的 图 象 , 那么 人 是 On 区 
域 ， 如 果 Al, 其 道 也 是 正确 的 . 

从 上 面 定义 得 出 ; 上 只要 j++B<h-+a, 0<a, B<1, 0%* 类 区 域 
也 是 0 类 区 域 . 

定义 在 区 域 的 0% 边界 部 分 人 上 的 函数 pg， 如 果 对 每 一 
woET， 有 po 由 1€EO%*(DN eR”)， 就 称 为 属于 CO** (TD) 类 ， 指 出 
下 述 事 实 也 是 重要 的 ;如果 328 是 0*%*(% 之 1) 的 ， 则 一 个 函数 pgE€ 
O%* (OQ) FE HER, O HR, RZ, C 中 函数 有 
Owen(a0) 中 的 边界 值 ( 见 引 理 6.38)， 所 以 ， 在 下 文中 无 论 我 们 把 
边 值 9 看 作 是 属于 O*(60) 还 是 属于 CO*“(Q) 都 是 无 关 重 要 的 . 


a OT o 


用 不 同 的 方式 来 定义 CF (20) 上 的 边界 范 数 也 是 可 能 的 OF 
如 ， 如 果 gECr“(80)， 设 瑟 表 示 p 在 万 的 一 个 延 拓 ， 并 定义 
|p loca = infi oma, HRT RAL MITA Se Ea © A 


a. 赋予 这 个 范 数 后 O(a) 变 成 一 个 Banach 3 fe], FER Ë 
中 我 们 将 不 使 用 弯曲 边界 上 的 函数 的 边界 范 数 ， 作 为 代替 ， 我 们 
通常 把 一 个 边界 函数 看 作 是 具有 适当 范 数 的 在 全 局 有 定义 的 函数 
的 限制 . 

在 具有 0”“(a>>0) 边界 部 分 的 区 域 中 ， 求 Lu=f 的 边界 值 计 
时 , 我 们 首先 在 具有 超 平 面 边界 部 分 的 区 域 中 建立 这 样 一 个 估计 . 
为 了 这 个 目的 ， 我 们 利用 下 面 的 类 似 于 (6.8)、(6.9) 的 内 捕 不 等 
R. 为 了 它 的 陈述 ,我们 要 回忆 (4.29) 中 定义 的 部 分 内 部 范 数 和 
拟 范 数 . | 

设 O ER 的 一 个 开 子 集 ， 在 z=0 LAWRBAT, HE 
uCO** (QUT), 那么 , 对 于 任何 s>0 和 某 个 常数 O(e), 我 们 有 
(6.24) [u]; saur sO |u oot elu] anur 7 一 0,1 2 0 和 ac, 8<1, 
(6.25) |uljaour<C|uloot+eluleaaur. J+R<2+4; 

这 些 不 等 式 在 这 一 章 附 录 工 的 引 理 6.33 中 证 明 ， 

我 们 现在 能 够 断言 下 述 本 质 的 局 部 边界 估计 . 

“ 引 理 6.4 HOER, 的 一 个 开 子 集 ,在 z==0 上 有 边界 部 分 
了， 假设 EC (QUTDD 是 在 TT 上 满足 边界 条 件 w=0 的 Lu=f 
在 中 的 有 界 解 。 除 (6.2) 外 又 假设 a 
(6.26) la" |E zaur, [O'loasour, lelSeseursd; [F[Raur<oe, 
那么 | 
(6.27) [u| anur <O Clulont |f| Pour)» 

Hp O=O(n, a, A, A). : 

证 明 如果 用 字母 ds 代替 de 并 且 在 必要 时 用 引 理 6.1(b) 和 
ARR, (6.24), (6.25) 代替 引 理 6.1(a) 和 不 等 式 (6.8)，(6.9)， 
那么 这 个 定理 的 证 明 与 定理 6.2 的 证 明 是 完全 相同 的 . ] 

这 个 引 理 在 任何 一 个 满足 dist 2’, 99 一 了 >0 的 子 集 


QCR Px u H—, WH SAME Pr Sah Holder 系数 提供 
了 一 个 界 . 特别 ,3G' 可 以 包含 了 的 与 6Q 一 了 有 非 零 距离 的 任何 
一 个 部 分 ， | 

为 了 把 上 述 引 理 推 广 到 具有 弯曲 边界 部 分 的 区 域 ， 我 们 引进 
作为 (4.29) 的 明显 推广 的 相应 的 拟 范 数 和 范 数 ， 设 是 RR" 中 具 
A OARRA THE. Ww, yEQ, RNS 

ds= dist(%, G2-T), dzy=min(d,, dy), 

FAAA uE (QUT), EXTIA E: 


[u] konur = [u] k DUT 二 sup dz | Dou (ax) P 


iB\=k 
k=0, 1, 2, eres 
(6.28) [ulLangur sup ate Diu) —Diuly) | 
ue ea 
0<acl; 


|| konur = ju lžou = SL JOUT 

(u|kanur = u| kourt Wik anur 

ju | Sanur = SUP dzl u(æ) | + sup ag ela 
当 人 了 =4$ 及 QUT=0 时 ,这些 量 归结 为 已 在 (4.17) 和 (4.18) 中 定 

B a REAR O kl, 0<a<1) 边界 部 分 了 的 有 界 区 域 . 假 

设 ACCD, 其 中 也 是 一 个 区 域 , CRC RARE Y EID. 
设 (DO) = 2 BOD) =T, REIREI Q MT" EX (6.28) PHY 
Rk mea =-b(@), y= pa, 我 们 看 到 对 所 有 的 扩 %， 
YEA, 
(6.29) K|s—y|<|r'-y'|<K|s~y], 
其 中 E BARMERA OWRM. RER Red Z Tua) 
tw), 我 们 用 (6.29) 在 计算 后 发 现 : 对 于 O<j<4, 0<S<1, 
了 十 月 二 万 十 at 


Kjula) |, sos lu’) lre <E |u (a) |i 6:05 
(6.30) K~*|u(#) |i sours |u) herur SK lu) |3 anur 
K| uls) | FaeurS |u (ar") [E20um SK |u w) |Ehaur. 
在 这 些 不 等 式 中 KK 表示 依赖 于 映射 步 及 区 域 0 is A. 
” 引 理 6.4 DX (6.30) SEE RE WS BREADS HH OIE HR 
tii. 为 此 利用 全 局 范 数 (4.6) 是 合适 的 . 
引 理 6.5 设 Q 是 R" 中 0O%* 区 域 ， 又 设 wE€0%*(0) 是 在 他 
中 w= 了 ,在 660 上 = 一 0 的 解 ， 其 中 fE€0*(0). BE LH ABH 
KE (6.2) 及 


(6.31) Ja" lo, was ‘18 lo a:o, leloan sA. 
那么 对 于 某 个 5, .在 每 一 点 zo€69 存在 一 个 球 B= B, (Go) 使 得 
(6.32) [uja a:ana<O (wlont |F lo a0); 


其 中 O=0 (n, a, A, A, Q), 

证 明 ”按照 O> 区 域 的 定义 , ER tE, 存在 加 的 一 
RRN 及 一 个 O 微分 同 胚 , CHEN 中 的 边界 拉 直 . 设 B, (a) 
CCN, 并 令 B'=B,(wo) NA, D' = p(B), T=B,(@%)NAQcaB' 及 

=~ (T) cad (T 是 69D 的 超 平面 部 分 ). 在 映射 gy 一 (zw) 一 
hace, Un (@) ZF, RU) =u(2) 及 La (y) = Lu (2), Hep 

lu=44 Du + Du+cu=f (y), 
a (y) — ee Al areca), 


anceps th or (2), 
cly) =e 四， (y) -了 (a) . 


我 们 注意 到 在 D' 内 
和 | be VEER”, 

其 中 

(6.38) a K=a/K, 


而 到 是 仅 依赖 于 B 上 映射 由 的 一 个 适当 的 正常 数 .由 于 (6.80)， 
我 们 也 有 (对 于 (6.83) 中 适当 选择 的 芭 ) 
(6.34) |@loap, |B loan, |¢loan<A= -K A, IF loar <o. 
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这 样 ， 引 理 6.4 的 条 件 对 于 具有 超 平面 边界 部 分 T HKD 中 
HAE [4 一 了 是 潢 足 的 ， 因 此 我 们 能 够 断言 | 
|u| 2 aporm<O(Ulon+ |F Erur), 

其 中 常数 C=C, a, 和 A), M(6.30) HEH . 

[u| Zamur SO (jujo wt |f| Eur) SC (|Ulow + |f |o ax 

<O(|tlo:ot |f loan), — 
其 中 C 现在 依赖 于 mw a, A, ARM B. & B" = Baale) NQ FRE 
意 
min(i, (0/2) ?*) lula ag S ju 12, a;PuT 

:我们 得 到 
(6.35) [24] 9, az <O (lul oat |f lo a0). 

出 现在 以 上 估计 中 的 半径 p 一 般 说 来 依赖 于 点 so。€60Q, 现在 
考虑 对 于 所 有 的 2€90 的 球 Bons(o) 的 集合 .这 个 集合 的 一 个 有 
限 子 集 Bual) @=1, 2, +, N) BRST OQ, & b=minp,/4 是 这 
有 限 个 覆盖 球 的 最 小 半径 .我 们 断言 对 这 个 6 引 理 的 结论 为 真 . 
就 是 说 , WO, 是 46.85) 中 对 应 于 HR, 并 设 C=maxzCt | 
虑 任 一 点 to COQ 及 球 Bile). HEA i, RIIVA EB 4(m), 
FU B= B: (to) CB, 2@) =B. 从 46.35) 我 们 得 到 需要 的 结论 

[lo agno S lu|2, umno<C(2| oo 十 flo an), 

其 中 0 依赖 于 wa, a, A, RQ, 1 

我 们 注意 前 面 引 理 中 常数 CO 是 通过 (6.30),，(6.33) 7 (6.34) 
中 的 常数 五 而 依赖 于 区 域 Q 的 ,而 五 又 仅 依赖 于 定义 边界 AQ 
的 局 部 表示 式 的 映射 由 的 C2” FR, 如果 了 上 映 射出 的 界 在 边界 上 能 
i BH REE O> 区 域 这 总 是 可 能 的 )， 那 么 在 估计 46.82) 的 
叙述 中 K 就 能 够 代替 Q, 并 且 区 域 8 也 可 以 是 无 界 的 . 

本 节 的 主要 结果 是 下 面 的 定义 在 OO KREA O 边 值 的 
解 的 先 验 全 局 秸 计 . 

定理 6.6 H a ÆR h Ort KE, Litur) E u= f 
E Q hy ie, FOB fEl), HAL MAR TIERRA, A, i 
E 


AMEE PAE? VzEO， EER, 
及 

la” loam, |b loan, leloan sA. 
设 p(o) €C7*(Q), MATE A Eu=p, WA 
(6.36) lulz ao SC (Julon t planant |flo,a0), 
其 中 O=0 (n, a, à, A, ©. 

证 明 只 要 对 于 在 0 上 w=0 和 pg=0 的 情形 证 明定 理 就 够 
T. 也 就 是 说 , MRS v=u—o, WHE OQ | o=0 HA Lv=f 一 Lp 
=f'€O*(Q), Jai (6.36) 用 于 具有 p=0 W ov E, 它 断 言 

|v |ano<C('vlo.0+ |F 10,0;0). 
因为 | Le|o,a:0<C|pleao, 就 得 出 
| et] 9, a0 | 2a;o 十 |912,0;0 
<O(|ulo; ot |plaaat!flo,a:0), 
这 和 定理 中 断言 的 一 样 . 在 下 面 我 们 假设 在 OQ 上 w=0. 

Heca, 我 们 考察 两 种 可 能 性 : (i) 对 某 个 2%0€ 30, zw€ B= 

Bag (a) NO, 其 中 5 一 2o 是 引 理 6.5 中 的 半径 ; Gre = {rER 
|dist(z, dQ) >>o}， 在 情况 个 中 下 理 6.5 HW 
(6.37) | Du (s) | + | D'u (s) | <C ulot floa). 
(在 这 里 和 下 面 我 们 在 无 二 义 之 处 略 去 下 标 O FER GD P, Æ 
(6.23) 中 令 d=o ZE, MEE 6.3 我 们 得 到 带 有 不 同 常 数 C 的 
同样 的 不 等 式 ， 选 取 两 个 常数 C 的 较 大 者 , 我 们 可 以 假设 对 台中 
fE— Rw, (6.37) 成 立 , 所 以 关于 |w|s 的 不 等 式 也 成 立 ， 

MER v, y 是 8 中 两 个 不 同 的 点 并 考虑 三 种 可 能 性 : 中 对 
某 个 zo Ai wv, yE Bo; Gis, yE Qa; (Gi)z 或 y 在 0 一 Qe 中 ,但 不 是 
oM y 两 者 都 在 任 一 ze 的 同一 个 球 Bo 中 .这 些 就 详尽 无 遗 地 记 
述 了 所 有 的 可 能 性 . 我们 来 考察 Holder 商 | D?u(w) 一 Du(y)|/ 
jz 一 %g|“.， 在 情况 人, 引 理 6.5 给 出 不 等 式 
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在 情况 (ii ， 从 推论 6.3 我 们 得 到 带 有 不 同 常 数 Cs 的 同样 的 不 等 


Z. ÆR Gi), dist(w, y) >o, 因而 
人 | + | Duy) |) 


|a—y|* 
<Os(lulot+lfloa) 根据 (6.37). 
设 C=max(01,，0s，03), 并 对 所 有 的 2, YE9 取 上 确 界 ， 得 到 
[Du]a <0 (ulot |f loa). 
FX PAB h (6.37) BH lul 的 界 合并 起 来 , 即 得 
lula a <O Culot |F loa)» 

这 就 证 明了 定理 .】 

附注 ”定理 6.6 的 典型 应 用 涉及 一 个 方程 或 方程 族 的 解 的 集 
合 , 它 的 每 个 解 满足 一 致 估计 (6.36). 于 是 这 个 解 的 集合 在 C2“ (9) 
中 的 有 界 性 保证 了 它们 在 C2(2) 中 的 准 紧 性 ;〈 见 引 理 6.36). 

简单 修改 定理 6.6 中 的 论证 可 得 出 下 面 的 具有 0” 边界 部 
分 的 区 域 中 的 局 部 估计 . 

推论 6.7 设 QCR, BAA C?* 边界 部 分 TC98 的 区 域 . 设 
uE (QUT) BQ lu=f, 在 T 上 ww~9 的 一 个 解 , HP L 
和 上 满足 定理 6.6 中 的 条 件 , 又 pE0”*( 可 )， WA, 如 果 ET 
H B=.B,(wo) 是 半径 p 二 dist(wo, A-T) RER, 我们 就 有 
(6 .38) [ui aana SC (| oot Ipla aint F loan), 
其 中 C=C(n, a, A, A, BNO). 

容易 直接 把 这 一 节 和 上 一 节 的 估计 推广 到 系数 和 非 齐 次 项 属 
于 C%*(k>0) MABELE; (见习 题 6.1 6.2), 1 


6.3. Dirichlet 问题 

我 们 现在 考虑 R 的 有 界 区 域 Q 中 的 Lu=f 的 Dirichlet 问 
题 ， 我 们 解 这 个 变 系 数 方程 的 传统 作法 是 通过 连续 性 方法 (定理 
5.2) 把 它 化 归 到 常 系 数 的 情形 。 简要 地 概括 起 来 ， 这 个 方法 在 这 
里 是 这 样 应 用 的 ， 从 Poisson 方程 =f 的 解 出 发 ,通过 联结 
一 f 和 Lu=f 的 连续 方程 族 的 解 , 然后 达到 Lu=f 的 解 . 

我 们 先 处 理 充分 光滑 的 区 域 和 边 值 的 Dirichlet 问题 . 在 这 种 
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4800 F, Poisson 方程 和 Lu=f 4 o 委 0 时 的 可 解 性 之 间 的 联系 包 
含 在 下 面 的 定理 中 . OO OO 

定理 6.8 gR Hy Oe KM, HRAT LEQ 中 是 
严格 覃 圆 的 ; 具有 Ce(D) 系数 和 c<0, BA, 如 果 Poisson 方程 的 
Dirichlet 问题 :在 2 中 4u=f, HE 2A Lu=—, 对 所 有 的 EC" 9) 
EMER pEr, 有 一 个 C2" (9) 的 解 , 则 问题 
(6.39) QA Llu=f, 在 6Q bu=g, 

也 对 所 有 这 样 的 了 和 PP 有 一 个 (唯一 的 )C2“ CO) 的 解 . 
证 明 ”按照 假设 条 件 我 们 可 以 假定 工 的 系数 满足 条 件 
(6.40) AJE Paii YoEQ, EER", 
ja" loa, (dloa lelo, a54, 
其 中 hy 4 是 两 个 正常 数 . (在 范 数 的 写法 中 , 我 们 省 略 了 下 标 Q 
它 是 不 言 自明 的 . ) 限于 考虑 零 边 值 就 够 了 , 因为 问题 (6.39) 等 从 
于 :在 2 Lo=f—Lp=f', # Q 上 w=0. 

我 们 考虑 方程 族 
(6.41) | Lu=tLu+ 1-6 4u=f, 0<#<1, 

我 们 注意 Lo=4, L= L, FH. L: 的 系数 满足 (6.40); 这 里 
| Ap=min(1, A), A;=max(1, A), 

算 子 Li 可 考虑 成 从 Banach 空间 B= {we O**(@) |u—0 在 
3A 上 } 到 Banach 空间 B.-C°(Q) 中 的 有 界线 性 算 子 ， 于 是 ， 
Dirichlet fli, fe QH Lu=f, FE AQ Lu=0, 对 于 任意 fE 
O) 的 可 解 性 等 价 于 映射 L AEE, 设 必 表示 这 个 问题 的 
解 。 由 定理 3.7, 我 们 得 到 它 的 界 

luslo<Osup|lf|<0lflo,o, 


其 中 C 只 依赖 于 %*, 和 和 8 的 直径 ， 所 以 从 (6.36), 我 们 有 

《6 .42) |t| 2a <O |F lo, as 

也 就 是 ， lula, <O Lula, 

常数 CO 与 到 无 关 . AW, RRRRAE, D=— iE 8 kE Ba, Æ 
续 性 方法 (定理 5.29 是 能 够 运用 的 , 就 得 到 了 定理 . 1 
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上 面 定理 预先 假设 了 Poisson 方程 的 Dirichlet fa] B24 2 A 
边 值 属于 C?-* 类 时 在 O77 (2) 中 的 可 解 性 . 虽然 这 个 结果 一 一 
Kellogg 定理 一 一 能 够 用 位 势 理论 的 方法 独立 地 建立 起 来 ， 但 我 
们 在 这 里 将 不 假定 它 或 者 证 明 它 ， 宁 可 在 晚 些 时 候 把 它 作 为 椭圆 
型 理论 的 一 个 推论 来 导出 .可 是 , 在 @ 是 球 的 特殊 情形 , Kellogg 
定理 已 经 在 推论 4.14 中 被 证 明 。 这 就 提供 了 球 的 下 述 存 在 定理 . 

推论 6.9 在 定理 6.8 H, 设 0 是 球 B， 并 设 算 子 工 清 足 定 
理 中 相同 的 条 件 , BBA, mR f CCB) Al pC oB), 则 Dirichlet 
问题 , Æ B p lu=f, 在 868 上 wg RA (HE—) uc C?*(B), 

关于 边界 数据 的 条 件 可 以 减弱 , 而 给 出 如 下 的 一 个 推广 , 这 在 
以 后 是 有 用 的 . 

引 理 6.10 设 了 是 R" 中 球 B 的 边界 部 分 (可 能 是 空 的 ), 又 
设 pE0?(8B) NOD). WA, WMR LE B 中 满足 定理 6.8 的 条 
件 ,并 且 fE0O*(B), 则 Dirichlet 问题 : 在 8B 中 =f, TE IB 上 
u=g 就 有 (唯一 ) 解 wwE0%*(BUT) NB). 

证 明 WET Z, 设 zoET， 我 们 可 以 假设 通过 和 色 疝 延 拓 
把 边界 函数 p 连续 地 延 拓 成 函数 pEC0(CBD No, HepB 
是 包含 互 的 一 个 球 而 9 二 Bo(《m0) 己 CB; ( 见 引 理 6.38 后 面 的 附 
注 2. ) 设 {px} 是 B' 中 充分 光滑 (例如 说 , Ca) 的 函数 序列 , 使 得 
24 b> 00 时 E 
(6.43) | @x—~@lo;z—> 0 且 [gx |2,a;6< O19|s, aa 
其 中 C 是 与 五 无 关 的 常数 . (这 样 一 个 逼近 的 存在 性 可 见 引 理 
7.1 后 面 的 讨论 . ) 对 每 个 8,， 设 wu 是 Dirichlet fy Mi, 在 五 中 
Iu=f, 在 9B 上 wgr 的 对 应 的 解 。 根据 推论 6.9,， 在 C2"(B) 
中 已 知 存在 函数 www， 由 极 大 值 原理 推 得 序列 {uw} 一 致 收敛 于 
uCO°(B), PAE OB ku=p, 由 推论 6.3 提供 的 {ux} 的 紧 性 
保证 了 这 个 序列 在 B 的 紧 子 集 上 收 伍 于 .w==f 的 解 , 所 以 极限 函 
tu E BP AR OB) 的 一 个 解 ， 此 外 ， 根据 推论 6.7， 在 
D= Bpa (2) NB 中 国 数 ux 满足 估计 

| Uy | a, pC (| o 十 | Pk | ac;G 十 If lo, asm). 
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KA (6:43) 和 Arzela 定理 得 出 & ZED HR E R — fe TCH oe RE 
gu), REINE UC O**(D), 于 是 , we O** (BUT), 引 理 得 证 . 3 
我 们 特别 指出 ， 上 面 的 引 理 当 边 值 仅 仪 连续 时 给 球 中 的 

Dirichlet 问题 提供 了 一 个 解 ; 而 且 这 个 解 在 0°《B) 站 0%”*《B) 类 之 
中 . 

现在 可 以 摹仿 第 二 章 里 下 调和 函数 的 Perron 方法 并 把 那里 
对 调和 函数 得 到 的 结果 推广 到 w= 了 的 Dirichlet 问题 上 去 . A 
先 , 我 们 假设 工 在 区 域 9 中 是 椭圆 的 ，c 志 0, 它 的 系数 和 了 属于 
C(A), 《因而 在 紧 子 区 域 中 也 是 一 致 严格 椭圆 的 ， 它 的 系数 和 上 
在 其 中 也 是 有 界 及 Holder 连续 的 . ) 函数 上 EC (Q) HA Lu=f FE 
中 的 下 解 ( 上 解 )， 如 果 对 于 每 一 个 球 BC CO 和 每 一 个 在 忌 中 
适合 Lo=f HR ov, FOB EUTF uxo luv) 蕴涵 着 在 8B 中 
也 有 ucu BO. RIB ST ADRS FM BBR Ta 
类 似 的 , 这 些 函 数 有 很 多 共同 的 性 质 ， 特 别 是 , 我 们 能 断言 如 下 的 
命题 , 不 予 证 明 , 它 的 细节 实质 上 与 下 调和 函数 的 这 个 命题 是 相同 
的 .只 需 注意 在 证 明 中 要 用 定理 3.5 和 引 理 6.10 来 分 别 代替 定理 
2.2 和 2.6. | 

(i) Eä ucca) Fe Iu>f. 

| Gi) MR uke RRQ 中 的 下 解 , 9 是 使 v>uw 在 29 上 
成 立 的 上 解 , 那么 或 者 在 整个 QA o>u, KA v=u, 

Gi) Hu Æ a pay Tw, B 是 使 8CQ KRR RAUR 
WE Bp Lu=f, Æ OB LEAH uu WIR, ABZ, 

ul(w), eB, 
U@) ~ EQ—2B 

定义 的 函数 U 是 9 中 的 下 解 ， 

Civ) th, te, 是 2 中 的 下 解 ,那么 基数 

u(s) =max{t(w), Ua@), +, tw) } 

也 是 2 中 的 一 个 下 解 . 

对 于 上 解 显然 也 能 够 作出 与 起，G) AI Gy) BAO OY ik 
述 . 
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现在 设 2 是 有 界 区 域 , p 是 82 上 的 有 界 范 数 .， 如 果 函 数 
wuwE0°(0O) 是 QQ 中 的 下 解 C 上 解 ), 并 且 在 OQ 上 ux<p(us—), MEK 
u HN OME Be (bw), LG), 每 个 下 函数 小 
于 或 等 于 每 个 上 函数 . 我们 用 So 来 表示 @ 中 相对 于 9 的 下 函数 
WHE FUSS 非 空 且 上 有 和 界 ， 例如 , 当 工 在 88 中 是 严格 椭圆 
的 , 并 且 它 的 系数 和 ff 有 界 时 就 是 这 种 情形 , 也 就 是 说 , 如 果 O 位 
于 板 形 区 域 O<a<d 之 中 , 那么 函数 


vt=sup|p|-+ (0—07 SUPIF 


(6.44 
gem soplo] (em) SRF] 


当 正 常数 7 EDAKHDA MA | RAM BR, 〈 见 定理 3.7). 上 
KR vt 给 5 的 函数 提供 了 一 个 上 界 , 而 下 函数 的 存在 性 保证 
Do EZ, 

现在 我 们 可 以 断言 Luw= 了 的 Perron 方法 的 基本 存在 性 结果 
T. 

定理 6.11 KH ul) =sup v (2) 属于 C 2)， 并 且 只 要 u 


有 界 , CRE Q 中 满足 Lu=f, 
证 明 与 定理 2.12 的 证 明 同 ， 仅 在 少数 细节 上 有 差别 ， 把 它 留 
给 读者 。 我 们 请 读者 注意 以 下 事实 : 在 证 明 中 所 需要 的 解 的 紧 性 
由 推论 6.3 的 内 估计 提供 ， 在 论证 中 极 大 值 原理 的 适当 形式 由 定 
理 3.5 给 出 . 
现在 我 们 要 确定 在 定理 6.11 中 定义 的 解 连续 地 取 边 值 p 的 
条 件 ,与 调和 函数 的 情况 一 样 ,这 个 问题 能 够 用 我 们 在 有 界 区 域 8 
中 对 c<0 的 Luw= 广 定义 的 曾孙 数 概念 来 处 理 . KK pw OO 上 的 
ARER, TE to EINA 连续 . IBA CQ) N03(8) 中 的 函数 序列 {wr 
(2z)} wra Æ a PHRF L, fA p HER to BT ECF A R 
Z, 如 果 它 满足 ; 
(i) FEQ Loi <f w Sf); 
Gi) Æ 02 上 wi Sow <q); 
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(iii) 4 4-00 BY wF (ay) > ea). 
如 有 果 在 一 氮 处 上 、 下 闸 函 数 都 存在 ， Wb I A BA 
称 是 方便 的 . 

曾 函 数 的 基本 性 质 包 含 在 下 面 的 引 理 中 . . 

-5138 6.12 i u EEM 6.11 定义 的 2 中 lu=f 的 解 ， 其 
中 2 是 00 上 的 有 界 函 数 ,在 xz Æ, WERE wo 存在 前 函数 ， w 
当 2 一 2o Rf u(e)—> 9 (To). 

证 明 Mu 的 定义 和 每 个 下 函数 被 每 个 上 函数 界 住 的 事实 ， 
对 所 有 的 多 在 如 中 有 
(6.45) wr (2) <u(a) Swt (e). 
对 仁 一 s>0 及 所 有 充分 大 的 多 上面 的 条 件 Gti) Aw 

lim wi (w) >p (to) ~ 8, lim w} (4) <p (ao) +8, 


从 (6.45) 推 出 
lim sapjwy(o) ~p (z0) |<e, 


所 以 我 们 断定 当 o> a hj ul) ple). J 
| RIDE FB BAT YE RE — E PRB EA 

附注 1 在 很 多 有 意义 的 情况 下 方程 的 特殊 结构 简化 了 闻 E 
数 的 确定 . 例如 ， 如果 在 方程 Lu= 了 中 c 三 0, f=0, 这 种 情 次 和 
Laplace 方程 相同 之 处 在 于 : 在 ze 的 阔 函 数 可 以 用 单独 一 个 上 解 
wE O° (O) KRE, w 具有 性 质 : 在 68 一 vo, 上 名 >>0,. 而 wwve) =0, 
为 了 看 出 这 一 点 , 设 e>0; 于 是 由 9 MARENE 已 在 m 的 连续 给 ， 
存在 正常 数 ha E ” o 

wi=o(@)+sthw, wy =p (e. —8—hw 
分 别 是 中 相对 于 wo 的 上 函数 和 下 函数 ， 并 且 显 然 当 50 Bf 
We (2o) —>p (vo) ， 这 样 一 来 函数 族人 (@) 确定 一 个 闸 函 数 . 

考虑 男 一 类 方程 , RF OL WARE QO PA. 如 果 函数 
we O° (Q) NCO 满足 条 件 , aE Q h Lwsi, 人 在 29 一 me 
上 2>0，Ww(ao) 一 0, 这 一 个 函数 也 确定 To 处 的 一 个 痢 函 数 ， 也 就 
是 说 , 给 定 e>0, 则 与 上 面 一 样 存在 正常 数 k, EREA 上 
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p(t) +etk,wlx) Sola), ple —e— kw) <p(e), 
如 果 现 在 令 Be, = max (ke, sup | f — cy (ao) D PRB” 
wi=p(a) +éetkw, w; =g (£o) — 8 — kw 
就 分 别 是 上 函数 和 下 函数 ,并 定义 了 z AA R R 
E, Æ Q kwi>o, w <p, 并 且 因为 Lo<—-1, Kw 

Lp (ao) +e +hiw] <c(p (ao) +8) — k, <cp (ao) -k <f; 

类 似 地 , Lipa) —-s—kwl>f, 所 以 ， 函 数 族 we 确定 了 在 wo 关 
于 9 的 阅 函 数 . 

与 上 面 的 情况 一 样 , 当 vo 处 的 闸 函 数 是 由 w=0 的 一 个 仅 依 
束 于 工 及 区 域 的 固定 上 解 包 来 构造 时 , 我 们 就 说 包 确 定 zo aag i 
wy Br, 

Mit? 闻 函 数 的 上 面 的 定义 常常 难于 应 用 ,因为 它 需 要 构 
造 定 义 在 整个 人 上 的 全 局 的 下 解 和 上 解 ， 于 是 寻求 能 得 到 所 需 结 
SRY Ay Sp i Ey ED YT. 为 诱导 出 这 个 概念 的 定义 , 设 好” 
(MO EME Q 中 的 一 个 上 (下 ) 界 , RARE 20 € OO 的 边界 性 质 
正 是 要 研究 的 . 那么 函数 序列 {wt (or (2) 上) 是 在 vo 的 相 
WEL, f, p 7% Mae ) BY AECT) E k, AN 存在 Bq 
的 开 邻 域 . 人 了 ,使 得 

G) EVN Blut <f Lu; >f); 
Gi) MNN 上 wi>9(wr <9); 

(iii) 在 2naf Ewt>M* ww; sM); 

Gv) 4 t-> fh} wi o po. 

(特别 地 , 如 果 OCN, 函数 wz 就 定义 了 上 述 全 局 意义 下 的 to 处 
fy hl a ae, 并 且 条 件 (ii) 能 被 去 掉 . ) 我 们 直接 看 出 : 如 果 定 理 6.11 
He SOR ue E OQ [ul <M, WR BE oo AT HR 
+M 的 局 部 闻 函 数 , 引 理 6.12 仍然 有 效 ， 在 本 书 的 后 面 , 局 部 阅 
函数 将 在 解 的 边界 性 质 的 研究 中 起 重要 的 作用 . 

附注 8 与 引 理 6.12 中 相同 的 论证 表明 ; mee TE 
解 在 边界 的 连续 性 的 模 , 如 果 假 设 这 个 解 的 边 值 连续 的 话 . 这 样 ， 
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在 附注 4 SRM, wE ui u=f MAR, HBS 
w —> Xo KH u(x) —> p Ceo), WHI TE—-s>0 和 一 个 适当 的 正常 数 h， 
在 a 中 就 有 

jw(z) —g (to) |<s+hw(e), 
如 果 包 确定 在 zo 处 的 一 个 局 部 闲 函 数 ， 则 同样 的 不 等 A É to 的 
一 个 固定 的 (与 s 无 关 的 ) 邻 域 中 成 立 . 

对 于 方程 w= 一 f， 与 对 于 Laplace 方程 一 样 ， 闸 函 数 的 存在 和 
构造 是 与 边界 的 局 部 性 质 紧密 相关 的 . 我们 用 一 个 在 以 后 应 用 中 
感 兴趣 的 例子 来 说 明 , 设 工 在 有 界 区域 0 内 是 严格 椭圆 的 , c<0, 
又 设 f 和 工 的 系数 有 界 并 属于 OO. RIRE O Æ tE W 
足 外 部 球 条 件 , 所 以 对 某 个 球 B= Bay), € BNQ=%. RE 
函数 

wa) =r (R3 -r ®), r= |z—Yyl, 
对 于 适当 的 正常 数 * Alo, 在 了 0 中 满足 Lw< 一 1, 因而 (根据 上 面 
APS TE Lw 确定 在 vo 处 的 一 个 前 函数 . 为 方便 起 见 取 y=0， 从 
(6.40) 和 c<0 的 事实 , 我 们 得 到 对 于 cEQ, 
L(R € =r) Sor *-*[— (6 +2) aaa, r (2a + bw) ] 
<or 7-40 — (o +2)A4+ Sat + br) ]. 

因为 8 及 工 的 系数 有 界 , RE o 充分 大 , 上 式 右 端 就 是 负 的 , 并 有 
负 的 上 界 . 所 以 , 对 适当 大 的 5 和 o, 有 ILw< 一 1, 这 正和 断言 的 
一 样 . 

这 样 ， 在 方程 Lu=f 的 上 述 假设 之 下 , 在 每 一 点 zoEa0 处 
满足 外 部 球 条 件 的 有 界 区 域 2( 例 如 , 任何 0” 区 域 )， 就 在 每 一 边 
界 点 有 一 个 阐 函 数 , 每 当 规 定 的 边 值 是 连续 的 时 候 , 引 理 6.12 就 
能 应 用 .这 个 事实 与 定理 6.11 结合 起 来 , 我 们 就 导出 下 面 的 一 般 
的 存在 定理 . 

定理 6.13 设 工 在 有 界 区 域 2 中 是 严格 椭圆 的 , c<0, ME 
ff 及 工 的 系数 有 界 并 属于 COO), 假设 0 在 每 一 边界 上 把 上 满足 
外 部 球 条 件 . 那么 ,如果 og 在 OQ 上 连续 , Dirichlet 问题 . 

É Q  Lu=f, FEOQ 上 wy, 
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就 有 (唯一 ) 解 wE€0°(0) NCQ), 

如 果 这 个 定理 的 假设 条 件 加 强 到 f 及 工 的 系数 属于 0”(0)， 
就 能 证 明 ， 使 得 Dirichlet 问题 对 于 连续 边 值 可 解 的 区 域 ， 对 
Laplace 算 子 和 工 两 者 恰恰 是 同样 的 ( 见 评注 ). 

我 们 现在 转向 当 边 界 数据 充分 光滑 时 上 述 解 的 全 局 正则 性 问 
题 ， 我 们 看 出 , 在 定理 6.8 的 假设 下 , 只 要 同样 的 结论 Kellogg = 
理 ) 对 于 Poisson JERY, W Lu 一 了 的 Dirichlet 问题 的 解 属于 
PO). 我们 现在 直接 从 本 节 的 结果 来 证 明 这 个 正则 性 定理 . 

定理 6.14 设 工 在 有 和 界 区 域 8 中 是 严格 椭圆 的 , c<0, VK 
f 及 工 的 系数 属于 CO*(D) ,假设 Q E Orr KR, toco). 
IA Dirichlet 问题 . 

Æ Qh Lu=f, 7200 bu=g, 
育 ( 唯 一 ) 解 属于 OA), 

证 明 因为 定理 6.18 的 假设 条 件 得 到 满足 可 设 和 是 
Dirichlet 问题 的 对 应 的 解 . 我 们 从 定理 6.18 知 道 wECe(O) 站 
C2“ (2)， 所 以 剩 下 的 仅仅 是 证 明 在 每 点 zoEa0, RNA ue 
C?*(DNQ), 其 中 DD 是 zo 的 某 个 邻 域 . 因为 8 是 0" 区域, 于 是 
存在 zo 的 这 样 一 个 邻 域 入, 它 能 够 通过 一 个 具有 C2“ Com 
Ky =o (a) 以 这 样 的 方式 映 到 邻 域 N Sh NNO) BARB 
Fifa, N NA 的 包含 zo 的 部 分 T 了 被 下 映 到 B 的 边界 部 分 人 中 .在 
这 个 映射 之 下 方程 Lu(z) =f (2) 变 成 定义 在 B 中 的 方程 Ty) 
一 了 (y)， 因 为 映射 的 CO” 特性, RIA ppo (B), HAL 
和 了 在 B 中 满足 工 和 了 在 Q 中 满足 的 同样 的 假设 ; 即 ,上 在 B 中 
是 严格 椭圆 的 ，c 室 0， 并 且 让 和 二 的 系数 属于 COR), ( 见 引 理 
6.5)， 然 后 考虑 Diricehlet 问题 .在 8B 中 上 v= 了 ,在 9B 上 w= 以 的 
fev. 因为 在 CeB Lu=o, 在 9B 上 我 们 就 有 %E€0°(9B) N 
O29?( 信 )， 所 以 ,由 Dirichlet 问题 的 唯一 性 和 引 理 6.10 Bik ue 
EO(B) NO BUT), BAO, RD =~"*(B). 我们 看 出 wE 
C2.2(D'UT)， 又 因 v 在 0 上 是 任意 的 ， 我 们 就 得 到 结论 wE 
C?*(Q), J 
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在 上 述 定理 中 , 如果 Q 是 Ch? KR TT oe Ct7(2), WHE- 
Ay 0%" (Q) 07 (Q) PR. 在 [WI 中 从 全 局 正则 性 ka 推出 
了 定理 6.14 的 这 一 推广 以 及 另外 的 推广 ， 

如 果 算 子 卫 不 满足 c<0 WARE, 则 从 简单 例子 熟知 ， Iu- -f 
$Y Dirichlet 问题 一 般 说 来 不 再 有 解 . 但是， 断言 Fredholm 二 择 
一 性 质 还 是 可 能 的 ,我们 确切 地 叙述 如 下 . 

定理 6.15 g L=” Dyt b Dite E Or 区 域 Q 中 是 具有 
CO“(2) 系 数 的 严格 椭圆 算 子 。 那么 ， 或 者 (a) 齐 次 问题 : 在 中 
Lu=0, Æ 6Q | w=0 (AE AR, 在 这 种 情形 下 非 齐 次 问题 : 在 
Qh Lu=f, 在 6Q9 上 w=9g 对 所 有 的 EO*(0), pE (OAE 
一 的 O7*(Q) fit; Bt (bd) FU TA EP SL 这 些 解 形 成 
C2 0) 的 一 个 有 限 维 子 空间 . 

证 明 ”我 们 看 出 在 所 说 关于 了 和 9 的 假设 之 下 ， 非 齐 次 问题 . 
É Q H Lu=f, Æ 2A E u=p 等 价 于 问题 : Lv=f 一 L9, OQ 上 
42=0. 因而 我 们 将 只 考虑 具有 齐 次 边界 条 件 : HON Lu=-0w 
Dirichlet 问题 ,并 把 算 子 上 限制 在 线性 空间 | 1 


B = (wcor"(@) | 在 90 k u=0} 
ERST. 


设 0 是 适合 >sap o 的 任 一 常数 ,定义 算 子 =L-o. F 


| 是 , 按 定 再 6. 14, 映射 . Oo 
Le 8> O*(D) E . 

是 可 北 的 ， 此 外 ， 根据 估计 (6.36) 及 定理 3.7， 逆 映 射 Lz 是 从 
C*(Q) 到 03([2) 中 的 紧 映 射 ， 所 以 作为 从 OA) 到 O* 2) 中 的 有 映 
射 也 是 紧 的 . 然后 ; 考虑 方程 

(6.46) = u+olLztu= Lz f, fE (O), 
在 其 中 L'O) ER, 根据 定理 5.3, 在 Banach 空 
间 中 紧 算 子 上 应 用 二 择 一 性 质 ， 只 要 齐 次 方程 4 十 cLzw=0 仪 有 
平凡 解 %~0, (6 .46) 就 总 有 解 %EC*(Q)。， 当 这 个 条 件 不 满足 时 ， 
AT Ito HSH I= 但 等 算 子 ) 是 0*(0) 的 一 个 有 限 维 子 
空间 (定理 5.5). 

a $06 « 


用 Lu=f 的 Dirichlet fh) SAR Re. 首先 注 
意 因 为 万 :把 C"(9) Be EB, (6.46) 的 任 一 解 wECx(2) 必然 也 属 
FTO. 所 以 ,用 Lo 作用 于 (6.46) ,我 们 得 到 
(6.47) Iu=L,(ut+tolLz'u) =f, uc ®, 
这 样 一 来 ，(6.46) 的 解 与 边 值 问题 (6.47) 的 解 之 间 有 一 对 一 的 对 
应 , 网 而 我 们 能 够 得 出 定理 中 叙述 的 二 择 一 性 质 . 1 . 

Dirichlet 问题 的 二 择 一 性 质 的 重要 性 在 于 : 它 证 明了 唯一 性 
是 存在 性 的 一 个 充分 条 件 . 我 们 注意 由 于 引 理 6.16( 在 下 一 节 中 
WEE), Lu=f fy CORE C(O) fe, RW De O7(Q) bay 
零 空 间 也 是 有 限 维 的 .我 们 还 要 指出 定理 5.5 蕴涵 这 样 的 事实 . 
那些 使 齐 次 问题 Lu 一 ou==0, 在 20 上 w=0 有 非 平 凡 解 的 实数 值 
5 的 集合 之 是 可 数 无 穷 集 和 离散 的 .而 且 ( 按 定理 5.8), 如 果 
o€¢2, Dirichlet 问题 . 在 2 中 Low= 了 ,在 090 上 w=9 的 任 一 解 都 
满足 估计 

[t}oe<C(|plaat Fle. a)» 

其 中 常数 O 与 f, p FoR. 


6.4， 内 部 正则 性 和 边界 正则 性 | 

在 前 几 节 中 非 齐 次 项 f Al L YR BOER O 函数， 方程 
Lu=f 的 对 应 的 解 就 在 O» 类 中 ， 我 们 现在 研究 这 样 的 解 的 更 
高 的 正则 性 性 质 对 于 及 工 的 系数 的 光滑 性 的 依赖 性 . 解 的 全 局 
正则 性 将 同样 地 依赖 于 边界 和 边 值 的 光滑 性 . 

首先 我 们 证 明 ; UE S R L RAEE O 的 ; 则 Iu= 了 的 任 一 
O? 解 必然 也 属于 类 Ca 

引 理 6.16 设 刀 是 方程 Zu 一 在 一 开 集 台中 的 Ca(O) 解 ,其 
中 了 和 椭圆 型 算 子 工 的 系数 是 O“(O) Hh, BBA wEO*=(Q), 

证 明 “显然 ; 只 要 对 任意 球 BCCO 证 明 wcCaa(B) 就 够 了 ， 
设 了 就 是 这 样 一 个 球 , 在 五 中 考虑 。 的 Dirichlet 问题 ， 
(6.48) Lov =a" Dyvt OD w=f'=f—cu, 3B E v=u, 
因为 ， 根 据 假设 条 件 ，wE0(B)， 我 们 有 户 及 I 的 系数 也 在 
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CO= (3) 中 .所 以 , 按 引 理 6.10, (6.48) FEO? *(B) NOB) 中 存在 
一 解 w。 由 唯一 性 , 我 们 推 斯 解 双 和 (6.48) 的 解 ， 在 卫 中 恒 等 , 这 
样 就 有 ueC?*(B), ] 

我 们 注意 上 面 的 结果 和 本 节 中 得 到 的 那些 结果 不 需要 对 系数 
© 的 符号 作假 定 . 

上 面 的 引 理 与 Sehauder 内 估计 产生 出 下 述 的 内 部 正则 性 定 
理 . | 
定理 6.17 ku EHA Lu=f EF RQ hy C7), H 
Hf RMA LRAT O (O). MW wEO*+%a(Q)， 如 
Rf RL RRR FT OO, Wj uco), 

证 明 根据 引 理 6.16, 定理 对 84= 0 已 被 证 明 . 我 们 现在 对 
Fk- KEHE. 设 " 是 2 上 的 一 个 函数 ,用 ad=, …， n) 表 
示 甸 方向 的 单位 坐标 向 量 . 我 们 用 


So (x) = iiv a) = Cas ney —v (a) 


来 定义 2 在 2 RAMA a FAN 2A. 对 方程 

Tu= oe Dyu+-b' Dut cum f 
的 两 端 取 差 商 , 我 们 得 到 
{6 .49) L(A) =a" Dyfu + oD Au tecd uF, 四 

= 0 — (Pa Di — (40) Da (Aou, 

u=u (s+ he). 

这 个 方程 中 的 全 部 差 商 假设 都 是 在 we 2 处 对 某 个 1=1， nit 
方向 ea 取 的 . AA fEC**(Q)& 


Af (2) 一 天 | © fethe) a—| Dif (e+ the) ds, 


我 们 看 出 在 任何 了 于 集 O'CCQ 中 对 于 满足 [A] <dist(Q', 80) 的 
&, AFEC*(2'), 特别 地 , MR BAB RQ PAR, HBR CBC 
CQ 并 且 dist(B’, 3B) =h >0, BRAM FO<|hl<hy, A AFE 
C*(B) ,并 且 存 在 一 个 -一致 的 界 : (Sf loar< Bh KKM. 对 
TAN la”, ad, ac 也 能 得 到 类 似 的 界 ,它们 也 都 属于 OCB). A 
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Ay ue C77 (Q) GRIM 6.16), WF |A| <ko 可 推出 FC OC*(B), 
mH., (Filo agr SA / 无 关 的 第 数 . 再 注意 到 X sup| d'u] <sup 


| Deu| ,我们 就 能 够 从 推论 6.3 的 内 估计 论断 函数 Se 及 它 的 一 、 二 
阶 导数 Dilu, Dudu, G, j=1, =, 由 的 集合 在 任何 球 B"CCB 
上 有 界 且 等 度 连续 , 所 以 这 些 集合 中 的 每 个 序列 包含 着 在 3" 上 一 
致 收敛 的 子 序 列 ， 因 为 当 丰 ->0 时 dtu Da， 因而 我 们 可 以 断言 
当天 一 0 时 Dydtu— Dyu R uc C-*(B"), Boy B77 可 以 是 其 闭 
包 也 在 2 中 的 任意 球 , 我 们 就 断定 uco (a, NUNE k=l iE 
明了 定理 . 

为 了 对 8> 工 证 明定 理 , 我 们 用 对 了 的 归纳 法 进行 ELM f 
的 所 说 假设 条 件 下 , 我 们 可 以 相应 地 假设 EO*+4*(8), 我 们 希望 
WE ucte (O), 因为 1 及 工 的 系数 属于 0O*%*(9), 方 程 Lu=f 
可 微分 一 1 次, 这 样 就 得 出 一 个 方程 L4=f, Hp a= Du, BE 
某 个 使 |B) =k -1 的 指标 , 还 有 这 里 的 了 等 于 DSf 加 上 系数 的 阶 
数 <b-1 的 导数 与 和 的 阶 数 <k 的 导数 的 各 个 乘积 的 和 ， 因 而 
JECO). HR LAM F=-1H AR WE, 我们 看 出 Ee 
0O%*(Q)， 所 以 象 定理 中 宜 称 的 一 样 ，wE 0O*+%a(Q)， 最 后 关于 解 
属于 CO~(Q) 的 断言 可 立即 推出 ，】 

还 有 一 种 情况 : 如 果 了 和 工 的 系数 是 实 的 解析 函数 , 则 Ze =f 
的 任何 解 同样 是 解析 的 、 其 证 明 可 参阅 文献 (例如 ; (037). 

还 能 够 断言 一 直到 边界 的 类 似 的 正则 性 ， 这 时 边界 本 身 和 解 
的 边 值 充分 光滑 显然 是 必要 的 ， 为 了 建立 直到 边界 的 适当 的 正则 
性 结论 , 我 们 先 证 与 引 理 6.16 类 似 的 一 个 引 理 . 

引 理 6.18 设 Q 是 具有 0” 边界 部 分 TT 的 区 域 ,又 设 
pEr), RUE u Fz O° (OQ) N.C? (Q) 函数 并 在 Q 中 满足 Lu=f, 
在 TT 上 w=p， 其 中 了 及 严格 椭 贺 算 子 工 KRAAFT OO. I 
么 WE0%*(QUT). 

证 明 因为 人 是 AQ 的 C2* 部 分 ， 于 是 在 T 的 每 一 点 zo 可 
以 求 得 一 个 边界 邻 域 T'CcT 及 Q 中 的 一 个 0%% 区 域 D， 使 得 
woET'C9D， 此 外 ,DD 可 选 得 这 样 小 使 得 推论 38.8 能 够 应 用 , 所 以 
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Æ D tp Lu=f H Dirichlet 问题 至 多 有 一 个 0°(D) NC? (D) BO. 
现在 ， 论 证 与 引 理 6.10 中 的 非常 类 似 ， 因 为 VEC CD) N 
O35(7"), 我 们 可 以 把 OD 上 %w 的 边 值 延 拓 成 一 个 函数 2€ CQ?(D') 
人 0%*(B), 其 中 DCCD' 及 B=Bs(zo)CCD'，( 见 关于 % 的 构 
造 的 引 理 6.38 后 面 的 附注 1. ) 设 {wx} 是 C CO) 中 的 函数 序列 ， 
使 得 当 上 一 co BY, 
| oz 一 2|op 一 0 及 [ona es <O lola an. 
HT Fredholm 二 择 一 性 质 ( 定 理 6.15), Dirichlet 问题 ; 在 D 中 
In=f, 在 OD E w= or 对 每 个 k 在 C3“(D) 中 有 唯一 解 ux. 作为 
推论 6.3 及 3.8 的 一 个 推论 , 序列 {ue} ED 内 收敛 于 解 由 Lik 
FARES 6.7 RANA uC O**(BIND), 其 中 B'=B。jo(wo)。 因 为 sv0 
是 TT 上 任意 的 点 ,就 推出 wwE0”*(QUT). J 
如 果 c<0, 上 面 的 结果 实质 上 包含 在 定理 6.14 的 证 明 中 .但 
E, 当 对 系数 6 的 符号 不 加 限制 时 , 定理 6.14 中 的 论证 要 作 适 当 
修改 ， 象 上 面 证 明 中 一 样 。 在 评注 中 还 包含 有 沿 着 不 同 路 子 的 别 

的 证 明 . 

如 果 在 假设 和 结论 中 用 O i 来 代 $ O>, 51M 6.18 ERB 
效 ( 见 [WI1]). 

把 引 理 6.18 作为 一 个 出 发 点 ， 我 们 能 够 建立 如 下 的 全 局 正则 
HEM, 

”定理 6.19 HOR OFF h (b>), ME pE), 
假设 双 是 在 只 中 满足 Tu=f, FE 0Q  u~o fy O°(Q) N07(Q) A 
数 ， 其 中 上 和 严格 椭圆 算 于 工 的 系数 属于 O%(2). 那么 ， 
wert, (QY, : 

_ 证 明 k0 时 , ERARE G. 18 th, IEX k- 工 来 
证 明 这 个 结论 .多 设 wo 是 0 的 一 个 任意 的 边界 点 ， 考 虚 一 个 在 to 
附近 把 边界 拉 直 的 适当 的 C2” GSS RR p. 作为 这 个 映射 的 结 
果 ， 我 们 可 以 把 方程 Lw=f 看 成 为 定义 在 一 个 区 域 G 中 的 方程 ， 
G 在 z=0 上 具有 超 平 面部 分 T, 而 定理 的 其 余 假设 条 件 不 变 ( 见 
3694). ARR u—p 代替 u, 并 注意 到 Loor), -我 们 可 
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以 在 定理 的 叙述 中 假设 p 一 0.. ee 

与 定理 6.17 一 样 , 我 们 对 任 一 1- 工 - =, n=l, 在 而 方向 上 
对 方程 Lu 了 取 差 商 , 因而 得 到 一 个 (6. 和 9) 形 状 的 亨 程 , HA Pu 
(一 Liw) 满 足 这 方程 : 如 果 O<|A|<ho, 那么 这 个 方程 在 具有 超 平 : 
面 边界 部 分 T'CT HSA G = {zEG|dist(o，89 一 加 >ho} 中 成 
V. 在 关于 工 及 了 的 假设 之 下 ,因为 在 T 上 w=0 kuco, 
引 理 6.4 的 条 件 在 @ 中 被 方程 (6 .49) 和 它 的 解 4 中 we 所 满足 ， 从 引 
H 6.4 RERA Au, DM, Dyfu, j=l, ---, ME Œ UT’ 
KER LA RSPR SE. KA h0 Aus Du, R 
们 就 能 够 断言 , MEA, j=l, +, % 及 7 一 1;…, mn 一 1, 有 Dyfu—> 
Duu, 此 外 ,对 于 一， «+, nil, 还 有 Ducom (GUT). 剩 下 
仅仅 要 证 明 Due Cax(Gr' UZ) 也 同样 成 立 . 记 

Dantt= (1/a™) (f— (La Dan) t), 

从 上 面 结果 可 看 出 右 端 属于 O(G UT) RT X AE 
点 .因为 m 是 92 上 一 个 任意 点 ， 我 们 就 得 到 了 uco) HH 
论 . 

与 定理 6.17 k, 用 对 天 的 归纳 法 对 1> 工 证 明定 理 ， 考虑 任 
一 4 一 1 阶 导数 满足 的 方程 ， 从 而 就 化 轨 上 面 处 理 过 的 ~1 的 情 
况 . 了 

从 前 面 实质 上 是 局 部 的 论证 法 显然 可 得 ， 只 要 解 忆 一 直 连 续 
到 任 一 O*+% 边界 部 分 了， 并 在 了 上 取 0*1%* 边 值 ， 则 正则 性 结 
果 就 一 直到 全都 仍然 正确 . | | 


6.S， 另 一 种 方法 

对 定理 6.13 的 证 明 的 考察 表明 ， 这 个 存在 定理 是 通过 : Perron. 
方法 从 球 上 的 Dirichlet 问题 对 于 任意 连续 边 值 的 可 解 性 得 出 来 
的 ， 而 后 一 结论 (包含 在 引 理 6.10 中 ), 其 证 明 本 质 上 是 依赖 于 
Schauder 理论 的 边界 估计 的 . 但是, 如 同 下 面 我 们 将 要 和 看 到 的 ， 
有 可 能 发 展 一 种 连续 边 值 的 Dirichlet 问题 的 理论 ， 它 完全 基于 
Schauder 内 估计 , 而 根本 不 用 边界 估计 ， 


tite 


这 一 节 的 讨论 将 根据 定理 6.2 中 内 佑 计 的 如 下 的 推广 ， 为 了 . 
THR, 我 们 要 用 到 (6.10) 中 定义 的 拟 范 数 和 范 数 . | 

引 理 6.200 设 wEC“(9) ER 的 开 集 Q 中 满足 方程 
Tu 了 ,其 中 工 的 系数 满足 (6.12) 和 (6.18). 假设 对 于 某 个 BER, 
wj 过 oo 和 | eBo WARE 
(6.50) |u| gL (|u| P+ IS IE), 
其 中 C=O(n, a, à, A, 2). 

ZA 设 o 是 9 中 任 一 点 , d, 是 它 到 3Q 的 距离 , Hd=—d,/2, 
那么 , 将 (6.14) 应 用 于 球 B= B(x), 就 有 

a4 | Du (a) | +d?-4| Dau (x) | <Cd-*(|ulow+ |f |En) 
<0 [supdy*|u(y) |+sup@ |f (y) | 

+eup dèy KOSONEN PAIE. 
Pu E 
《6.51) [ul SP<C (|u| EE (FE). 
PR Sho, Be, y E OPH d<d 的 不 同 的 点 , 并 且 B= 
Boa)ink, WA, 考虑 |e—y|<d/2 和 |o—y| >d/2 两 种 情形 ， 
对 于 任何 一 个 二 阶 导数 Du 我 们 有 

Ca | D?u(x) 一 Deu ly) | 
|a—y|* 
<Od-*(|ulo-n+ |f| 2a) + d2+o-8 (eC) | + p(w) |) 


<O (|u| Sia? + IS | Safe) +8 [el £2", 

对 于 wy REGIA, 并 应 用 (6.51), 我 们 得 到 
[eS so O wl + |f | ba2). | 

把 这 个 公式 与 (6.51) 合并 , 就 得 到 要 求 的 估计 (6.50). JY 

我 们 注意 到 对 于 8 一 0， 上 述 结果 归结 为 以 前 的 估计 (6.14)， 
当 B>0 时 , 关于 lela 有 限 的 这 个 假设 显然 要 求 在 60 上 w=0. 

在 这 一 节 里 我 们 将 要 应 用 连续 性 方法 来 求解 Lu = f E RR H 
# Dirichlet 问题 . 这 就 需要 下 面 引 理 中 给 出 的 在 适当 无 界 的 了 下 
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MN FSw AT. Poisson 方程 的 对 应 结果 包含 在 定理 4.9 中 ，. 
5126.21 设 工 是 严格 椭圆 的 (满足 (6.2)), c<0, 并 且 系 数 

前 绝对 值 在 球 B=Br(zo) PUR 4 为 界 . BRE u€C°(B) NOB) 

Æ B p Lu=f, 2 0B 上 w=0 的 解 。 那么 ,对 于 任何 BE (0, DR 

们 有 

《6.52) supdz"|u(%)| <O sup d° |f (æ) |, 


其 中 C=C(£, ny R, 入 ， AA), 
TW 设 B 是 固定 的 , 并 设 oupat*|f(e)|—N<oo, 构造 一 


个 界 住 双 的 适当 的 比较 函数 即 可 得 到 需要 的 估计 (6.52)。 为 了 方 
便 起 见 我 们 取 xo 一 0, + 
Wy (a) 一 《一 9 r= ja], 
于 是 
Iun (œ) = B(R’—7) [A (B Lanty 
—2 (R — r”) (Za + bw) + (e/B) (R?— £7) ?] 
< — 8(R?—7*)*-*[4(1-—B)Ar? 
+2(R?— r°) (nà -s n Ar)], 
显然 , 对 于 某 Ro, OR R<R, WR Ro<r<Rk, 方 括号 中 的 表达 式 
就 是 正 的 . 所 以 
Lw, (e) <a (Rr) (Bo<r<BR) 
<e (R-r) (0<r<Bo), 
Hh c, Al co 是 仅 依 赖 于 B6,m, R, 入 及 4 的 正 沼 数 .〈 如 果 R=, 
第 二 个 不 等 式 当 然 是 多 余 的 . ) 
现在 设 wa(2) =e” 一 om, 其 中 a 之 1+sap|b|/X、 那么 ,与 定 
理 3.7 中 一 样 ,在 8 中 有 Lwe) 所 一 Ne- 中 ,所 以 
Lwa (s) < —cs (BR—7)? (0<r<Ro) <0 (Bo<r< BR), 
其 中 cg= Ae? (R— Ro)? 因为 , 按照 假设 ，|f(%) | 和 Na ?及 
dg=R—1, 就 推出 对 于 正常 数 Yi 一 1/es 及 ?ya 一 (1 十 62/61) /0s， 
L(yiw t+ yaw) S — (R-r) < — |f œ) |/N CO<jz|l <B). 
设 u= yiwi t yawa, 我 们 看 到 在 OB E w(x) S0, Æ v= (R, 0, +, 
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0) th w(s) =0, TA eae Va oas T eog 
| “Ye B h L(Fwt0) <0, op 
从 极 大 值 原理 (推论 3.2) 我 们 推 斯 在 8 中 
{6.53) |. — lua) | Nw (2).. 
现在 考虑 任 一 点 ZEB, 不 失 一 Net AYO EAN Ta BE 
IA (6.53) 蕴涵 不 等 式 “ E a 
|u(w) | <ON (R— rea ONG 
对 于 某 常数 CO 一 C(B, n, 2, ARL, 引 理 证 完 1 
能 够 用 类 似 的 方法 把 上 面 的 结果 推广 到 更 一 般 的 区 城 ， 例如 
C eh CHL E 6.5), i 
入 助 于 前 面 的 两 个 引 理 ， 现 在 能 够 证 明 将 定理 4.0 R AN 
fi Lum 的 下 述 定理 .我 们 注意 这 个 证 肯 的 得 出 并 不 用 边界 估计 . 
定理 6.22 a ARR, fi OB) h R g, 对 某 
BE (0, 1) #43 |f [$22< .假设 工 在 B 中 是 严格 机 图 的 ， c<0, 
并 且 系 数 满足 (6. Dar. 31). HA, Dirichlet 问题 , 在 B 中 
Iu~f, 在 9B 上 w=~0 存 在 (唯一 ) 解 bE0(B) fi0%*(B). 另外 ， 
duló <o, By A wv 在 BB 中 满足 估计 (6. BO), 
证明 证 明 的 论证 基于 连续 性 方法 . REE MOE 8 一 H, 
考虑 方程 族 
— Lu=tlut (1-- -t) Ab=f, 0<?t<1, 
注意 到 L 的 系数 也 在 B 中 满足 (6. NRE. 31), 其 中 入 一 min(l, 
A), 4,=max(1, ASUSTAN A. (6. 1D 我 人 有 | 
ja" Diyu| a”, |b Dul Po”, |ou| fa <O lug, | 
所 以 , 对 于 每 个 与 AF L,I Banach 空间 Es 
Ban eo “9) | | 0 | SP a <0} 
到 Banach 空间 = Eas 
B(S EOF (B) | |S 880} | o 
中 的 有 界线 性 算 子 ， Dirichlet 问题 : Æ B 中 Luff, Æ 88 E 
u=0, STEER SEL: WRT u Lu ENKI 31> By 
RTA RE. Ree RAM RtE [0, 1 这 个 问题 的 解 .. 那 
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PST SS | 


4, MA(6.52) BANA 

| ee: |S <0 | F |F-“<O| Ff e. 
从 (6.50) 推 出 
||P OSE, 
或 , 等 价 地 ， lula, <O] Lula. 
常数 CO 与 无关， Lo 是 映 上 的 这 一 事实 已 经 包含 在 定理 4.9 rh, 
现在 能 够 应 用 连续 性 方法 (定理 5.2), 定理 证 完 . J 

上 面 的 定理 能 够 推广 到 连续 边 值 的 情况 得 出 引 理 6.10 的 下 
RIE. 

推论 6.28 在 定理 6.22 的 假设 条 件 之 下 , 如 果 gE€0°(B)， 
BRA, Dirichlet 问题 : 在 8 中 w=f, 在 68 上 w=p 有 (唯一 ) 解 
uco? (B) NOB), 

证 明 设 {gr} 是 在 束 上 一 致 收敛 于 o 的 OB) BR i 
定理 6.22 Dirichlet 问题 . Æ Bh Lo,=f—Lo, 在 88 上 内 =0 
对 于 每 个 下 是 唯一 可 解 的 ， 并 且 定 义 了 具有 非 齐 次 边 值 的 对 应 问 
Bi. Æ B p Iuy=f, Æ B Eu =o KR tor to. 从 极 天 值 
FH FSS ROTI uA B Boke eT — TR UC OB), 
使 得 在 OB Lu=p, 从 内 估计 (推论 6.3) 提 供 的 紧 性 还 推出 在 B 
中 wv 一 了 ,所 以 和 4 是 要 求 的 解 ，】 

从 球 上 的 这 个 存在 定理 出 发 ， 我 们 能 够 象 前 面 一 样 在 更 一 般 
的 区 域 中 应 用 Perron 方法 接着 做 下 去 , 特别 是 得 到 定理 6.13. 


6.6. +—HMALHAE 
上 几 节 中 在 任意 光滑 有 界 区 域 中 有 效 的 存在 性 结果 ， 是 在 微 

分 算 子 工 的 一 致 视 圆 性 的 假设 下 得 出 的 ， 当 方程 不 再 是 一 致 视图 

型 时 , 可 解 性 的 条 件 要 受到 很 大 的 局 限 , 一 般 说 来 , 将 需要 对 区 域 

的 几何 形状 或 者 微分 算 子 和 几何 形状 之 间 的 联系 加 以 限制 . 
考虑 一 个 Dirichlet 问题 不 可 解 的 例子 是 有 益 的 .考察 方程 

《6 .54) Ung + Yr ttyy =O l 

在 矩形 R: 0<w<w, 0<y< 了 中 的 解 wlw, y), E uc 站 
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O03(R), 满足 边界 条 件 ul, y) =u, y) =00<y sY). FE—-X 
ER ul, y) 有 Fourier 级 数 展开 式 Sf,y)snna, HR 数 
fy) 满 足 常 微分 方程 yf 一 m2 二 0， 这 个 方程 有 线性 无 关 的 解 


y Sn oy, 其 中 一 去 (1 十 V1+4n )>0, yy OVI Fin 2 ) <0, 


uw(w,y) 在 y=0 有 界 的 事实 要 求 f(y) = const- y”, 所 以 f(0) 一 0 
这 样 推出 了 w(w, 0) = 0, 因此 在 瓦 上 满足 指定 边界 条 件 的 唯 有 的 
连续 解 在 y0 上 必 有 零 边 值 , 所 以 不 能 取 指 定 的 非 零 边界 数据 . 
导出 定理 6.13 的 论证 在 系数 和 区 域 的 适当 假设 条 件 下 能 够 
推广 到 非 一 致 椭圆 型 方程 。 我 们 首先 注意 , 如 果 方程 Lw=flce<0) 
中 j RL RAE RRO 中 是 局 部 也 5lder 连续 的 , 并 且 相 对 于 
指定 边 值 函数 9 的 Dirichlet 问题 的 下 函数 集合 非 空 ， 上 有 界 ， 那 


4, Perron 方法 就 定义 了 Ju= 在 2 中 的 一 个 有 界 解 (定理 


6.11). 特别 , 如果 |b]/A, f/A RERO ARGH AO) 是 系数 
矩阵 A(z) = [os(o)] 的 最 小 特征 值 ) 就 是 这 种 情形 ;( 见 定理 8.7). 
在 下 面 的 考察 中 这 个 假设 将 被 省 略 . 

为 了 研究 在 一 指定 的 边界 点 coEag HE ula) pm), 其 
中 9 是 连续 的 , 与 前 面 定理 6.13 的 讨论 一 样 , 我 们 假设 0 在 wo 满 
足 外 部 球 条 件 , 并 设 B= Bey) 是 一 个 球 , HS BN A=, “SRE 
假设 工 在 zo 附近 一 臻 椭圆 时 , 我 们 作 附加 的 (但 是 较 少 限制 的 ) 假 
设 ; |A (æ) (sy) | 之 5>0 对 于 0 与 wo 的 某 邻 域 术 的 交集 NN10 
中 所 有 的 ” 成立. Gaw, MERRER Aw E ze ER, 4 


A(@)+(@o-y) OM, BRET, BR B 的 半径 向 量 zo 一 y 不 在 


点 so 处 A 的 零 空间 中 时 , 这 个 条 件 将 被 满足 , ) 于 是 推出 

a (a4—~ y) VY >N |a—y]? | 
对 于 所 有 的 ENNQ RL, 其 中 入 是 一 个 适当 的 正常 数 , 虽然 最 
小 特征 值 入 在 m 可 以 趋 于 零 . 我 们 还 假设 工 的 所 有 系数 有 界 . 前 
面 定理 6.18 的 闸 函 数论 证 现在 可 与 以 前 同样 进行 ， 我 们 可 得 结 
$: 在 第 104 页 上 定义 的 函数 w) 一 7(R“" 一 ”°) 对 于 适当 选择 
的 zz 和 ce 确定 了 在 ww 的 一 个 局 部 闻 话 数 ， 所 以 w(w) 一 p(wo). R 
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y 
f 


们 指明 : 在 对 方程 (6.54) 考虑 的 边 值 问题 中 ， 在 边界 线段 y=0, 
0<z<m 上 每 一 点 处 的 法 回 量 都 处 于 系数 矩阵 信 ，0/0, UMS 
闻 中 , ORE, LRA EE. 

另外 , 设 [a*(w)] 是 一 个 任意 的 正定 矩阵 并 假设 函数 [DI /A, 
o/h, f/ 入 有 界 ” 除 以 最 小 特征 值 和 ,不 失 一 般 性 , 我们 可 假设 算 
子 工 在 区 域 82 中 是 严格 椭圆 的 ,并 有 入 =1， 如 果 OE a 处 满足 
严格 外 部 平面 条 件 ， 这 时 极限 行为 4(%)->9 (wo) 就 得 到 保证 .所 
谓 严 格外 部 平面 条 件 ， 我 们 理解 成 : 在 ze 的 某 邻 域内 存在 一 个 与 
QW eo 的 超 平面 ， 例 如 , 车 OQ 在 wo 附近 严格 凸 ， 这 个 
条 件 将 被 满足 . 为 证 明 断 言 %(%)-->qg lwo), 为 了 方便 起 见 我 们 选 Wo 
为 原点 ,并 设 在 zo 处 假设 的 外 部 平面 的 法 线 是 习 轴 , 在 zo 附近 
的 O RA 和 0， 在 所 说 的 条 件 下 存在 一 个 板 形 区 域 0<< 
它 与 8 在 zo 附近 的 交集 DD 满足 : 在 D-r 上 wi>0， 与 定理 3.7 
证 明 中 一 样 ,我 们 知道 只 要 y>1+sup (|b /d), BH 

wa) =e — Or) 

就 在 D 中 满足 Lw< 一 和 ,如果 我 们 取 入 一 1, 于 是 就 有 J 上 Lw 志 一 1, 与 
第 102 页 附注 工 一 祥 可 推出 : 对 于 一 个 适当 的 常数 =h(s), 函数 
wt =p (t0 +etkhw, Wipro0) — 8~ kw 

确定 一 个 关于 久 在 8 中 的 上 界 和 下 界 的 vo 处 的 局 部 前 函数 . 

我 们 注意 : 如 果 边 界 函 数 o E r MILE FR BARBY OF 
wo 处 满足 非 严 格外 部 平面 条 件 时 也 能 推出 wo) 一 (co)。 就 此 而 
论 应 当 指 明 在 以 前 对 (6.54) 考虑 的 边 值 问题 中 ， 边 界线 段 ， 
y=0, 0 二 z< 过 mn， 是 同 的 但 不 是 严格 目的， 因而 所 说 的 边 值 问题 仅 
仅 对 于 该 区 间 上 的 零 数据 可 解 . 

从 上 面 的 讨论 可 直接 得 出 定理 6.13 到 非 一 致 椭圆 型 方程 的 
下 述 简 单 推广 . | 

定理 6.24 k LEAR KM OPE ee Ge G.2)),. 

w (x) =er4(1—e-7) 


才 满 足 在 Xo( 原 点 ) 处 多 (ze} = 0 ABR. RAE 
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e<0, a, Bf, o FEO*(Q), HHO, c, FRAAM. Bmowe 
外 部 球 条 件 ， 除 此 之 外 , 在 使 任 一 系数 %# 无 界 的 那些 边界 点 上 注 
足 严格 外 部 平面 条 件 . 那么 , 如 果 9 在 OO 上 连续 , Diriohlet 问题 : 
Q h Lu=f, FE a Lu=o RA (ME—) fi uw EC? (QO) Nora), 

显然 ， 从 上 面 的 论证 可 看 出 这 个 结果 能 在 不 同 的 方面 加 以 修 
改 (例如 , 见习 题 6.4)， 当 方程 是 齐 次 的 并 且 工 的 低 阶 项 不 出 现 
时 , 我 们 得 到 下 面 的 

推论 6.25 ATE a Du=0 的 系数 o 属于 0*(0)， 
其 中 加 是 有 界 严格 凸 区 域 . WA, 对 于 任意 连续 边 值 ，Dirichjet 
问题 在 OD) NC? (O) 中 可 解 . 

”虽然 这 个 结果 是 定理 6.24 的 一 个 直接 推论 , 但 是 , 注意 到 由 

于 2 的 严格 凸 性 及 方程 的 特殊 形式 ， 可 以 用 一 个 线性 函数 确定 
每 个 边界 点 上 的 闸 函 数 来 更 直接 地 证 明 它 . 

比较 仔细 地 考察 工 的 系数 与 边界 的 局 部 曲率 性 质 之 间 的 关 
系 使 我 们 有 可 能 推出 存在 闸 函 数 的 另外 一 些 一 般 的 充分 条 件 . 设 
f 及 工 的 系数 (c<0) 有 界 并 设 日 是 0 KR, 主 系数 矩阵 [os (w)] 
的 最 小 特征 值 可 在 29 上 趋向 零 ， 我 们 将 寻求 关于 连续 边界 函数 
p 及 界 M 的 在 wm EAD 处 的 局 部 闻 函 数 存在 的 条 件 . 

设 卫 表示 中 心 在 we 的 球 , 令 G=BNQ; B 将 在 后 面 来 规定 . 
设 上 EO*(G) 是 一 个 固定 的 函数 ， 使 得 在 G 一 zo 上 ye) >, E 
Yle) 一 0， 对 每 个 s>0 及 适当 的 常数 =8(e), 我 们 可 满足 不 等 
式 

在 20NB 上 st+hb(a)>\o(a)], 
在 2BN2 上 SM, 
现在 我 们 定义 距离 函数 ( 见 附录 )， 
dl(w)=dist(%, 60), «EQ, 
它 在 某 邻 域 M = {eC Q|d (a) <do} 
中 是 C2 类 的 , 并 可 假设 GC.AH， 我 们 打算 寻求 形状 为 
wi=p(a +s+hb+Kd, w=o9(v0) —e—kp—Kd 

的 函数 w* (x) (其 中 下 =KK(8) 是 一 个 适当 的 正常 数 ) 在 G 中 定义 
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a, H 


一 个 ze 处 的 前 函数 的 条 件 . m R Lot <f & lw Sf EGER 
立 就 是 这 种 情形 。 这 样 一 来 , MRE BK, FER 
(6.55) EK (asDa+oDoa) <—k| Lb| —|f—cp (a) | 
ECG PRZ, 函数 w* 就 定义 一 个 疗 孙 数 . 这 规定 了 闻 函 数 存 在 


性 的 一 个 充分 条 件 , 原则 上 说 , 通过 对 给 定 的 方程 及 区 域 的 检查 是 


能 够 验证 这 个 条 件 的 . 
为 更 具体 地 实现 条 件 (6.55), 例如 , 我 们 假设 系数 a” w) E go 


连续 . 选择 坐标 系 使 ze 为 原点 ,ws BAG zo 处 内 法 线 D4 一致 , 将 


此 坐标 系 绕 On 轴 作 一 旋转 P, 使 得 新 的 坐标 轴 是 ze 处 22 WEA 
[e], Hesse 4E RE [Dud Coo) ] 就 被 对 角 化 , 因此 

P'[D d (ao) ]P =diag[— x1, — x2, *, — Xni, 0], 
其 中 Hi, H2, ***} Hn-1 是 OQRT zo 处 内 法 线 的 主 曲 率 ; CLR SE). 
如 果 G1, da, +++, On ZANTE Pia! (wo)]P 对 应 的 对 角 线 元 素 , 我 
们 知道 


(6.56) (osDug sm = — S) ava, 
所 以 , 如 果 
(6.57) S ax>supl bl, 


REKRWBEBK, MERRI TE A E E o BY ERB, 
E G= BN Q P RER 6.55) E. Eb a Rg RA OO E vo 连 
续 , LE bs Km E DC) 一 《0 (Ho), e, DD ET ARRE 
分 量 , 只 要 

(6.58) Sa —5,>0, 

则 在 适当 的 上 中 条 件 (6.55) 就 满足 因而 , 在 所 说 的 假设 条 件 之 
F, (6.57) 和 (6.58) 是 在 zo 处 局 部 闻 区 数 存在 的 充分 条 件 .。 如 果 . 
b (xo) =0, (6.58) 变 成 更 简单 的 条 件 

(6 .59) S a,x; > 0, 

式 中 内 包含 首 项 系数 和 边界 的 主 曲 率 与 主 方向 。 不 难 去 掉 在 边界 
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LAŽE SHEN BRE 4 HKSAR (6.57 Al (6.58), 
作为 前 述 事 实 的 一 个 简单 的 例证 , y IE — Sa 


n—i 
> Urm ACE) Uso, =O, 


Fh wAO 时 入 (%) >O, 和 0) 一 0， 又 和 在 z=0 连 续 、 如 果 Q 是 一 
个 区 域 , 以 t= 0 作为 02 在 原点 的 切 平面 , 那么 条 件 (6.59) 变 为 


号 wm>0, 即 , 39 在 w=0 处 (关于 内 法 线 ) 的 平均 曲率 是 正 的 ， 所 


以 ， 只 要 99 在 w=0 处 平均 曲率 为 正 , 在 这 里 闸 函 数 就 存在 ， 在 
RE 中 这 类 区 域 的 一 个 例子 是 
Q={(e1, £a, rs) ER [v> 20? — a, vitete <I}, 
我 们 注意 , 若 99 不 是 C? 的 , 只 要 能 找到 一 个 O? 区域 台 使 得 
%EOQN OQ, 并 且 对 包含 vo 的 某 球 B, ABN OCBNO, 则 前 面 
的 考虑 仍然 能 够 应 用 . 如 果 距 离 函 数 (we) H dla) =dist(z，29) 
RE, 那么, 在 zo 处 阔 函 数 存 在 性 的 上 述 条 件 保持 有 效 . 


6.7， 其 它 边界 条 件 ; 斜 导数 问 是 

直到 这 时 我 们 只 涉及 到 Dirichlet WRAY. ME, 我 们 要 为 
正则 斜 导数 问题 推导 类 似 的 Schauder 理论 .尽管 某 些 方法 特别 
适用 于 Dirichlet 问题 , 例如 Perron 方法 , 但 它们 却 不 能 用 于 这 种 
边界 条 件 , 不 过 , 其 因 想 的 基本 发 展 本 质 上 还 是 相同 的 . 

Poisson 方程 

在 把 Schaudor 理论 推广 到 别 的 线性 边 值 问题 时 , 我 们 的 出 发 
所 是 在 半空 间 Ri= {rv |e, > 0} 中 具有 斜 导数 边界 条 件 
(6.60) Bu=au +$) b,Du=o (vs—=0 E) 


的 Poisson 方程 的 理论 , HPRH a, b 是 常数 。 我们 也 把 边界 算 
F B 写成 等 价 形式 

Bu=au+b-Du=aut+b:Du-+ b, Dru, 
R h b= (bi, +++, bn) = (br, Da) 及 D= (Di, ++, Da) = (Di, Da), 
D: 表示 切 向 梯度 。 我 们 假设 处 处 有 正则 斜 导 数 条 件 bask O, 为 使 
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我 位 的 想法 固定 起 见 , 首先 取 


(6.61) ba > 0, |b) = (lb ?+05 "=t, 
后 一 条 件 是 非 本 质 的 规范 化 ,这 允许 我 们 记 
Bu= aut Du, 


其 中 Du 一 2u/[as 是 问 量 b 方向 上 的 方 癌 导 数 . 

我 们 最 先 考 察 齐 次 边界 条 件 , 在 办 =0 上 Bu=0, 并 构造 满足 
这 个 边界 条 件 的 R 中 的 调和 Green hay, te LD’ KIR Laplace 方 
程 的 茜 本 解 (4.1), 对 %w 之 3 和 和 0, 记 
《6 .62) Ga, y) =I (@—y) -T @— y") 


— 2p, [DT —y*-+bs)ds, 


HH gw, YER, Dy /0r,, Y= (Yi Ynis — Yn) = W, — Yn). 
BA, 9 关于 2 及 yty) 是 调和 的 , 出 直接 计算 得 出 , 在 =0 
E, 
(6.63) BG (a, y) =0, 
(这 里 ，G 对 固定 的 % 作为 2 的 函数 而 被 算 子 总 作用 .) 于 是 G HR 
有 适合 边界 条 件 (6 .63) 的 Green 函数 所 需要 的 性 质 . 
(6.62) 中 G 的 选择 受到 如 下 考虑 的 启发 ， 如 果 
G(x, y) =T (2—Yy) +h@, y) 
是 满足 (6.63) 的 所 求 调和 Green 函数 , 那么 BG 关于 a yra) 
也 是 调和 和 的, 并 在 mm=0 LEIF., M Schwarz 反射 原理 (习题 
2.4) 得 到 , PRA A 
al’ (e—a) ODT (e@—y) +b, Dad (y) -al (e— y") 
— b; Dd (æ — y Hb Dr T a y*) 
Sh, BAER 中 是 正则 的 、 这 里 我 们 用 了 这 样 的 事实 对 于 
t=], =, n— i, Df (a*— 4 = Df (e-y), it 
DL (a*—y") = — DaT 一切 ， 
SRK, WRAL GEK Hb EA SHAE, WM 
Liouville 定理 推出 
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Dh+ah=—al (e—y") 一 六 有 DPC 一 四 +5,D,(ae—y") 
= —al'(a—y") — Dal (æ —y*) +2, D, I wy"). 
ZAME 
Dlh (e+bs, y)] = — lal (@—y* + bs) + DT (x — y" -+ bs] e” 
+26,D,I (æ —y* +bs) e*, 
KT s Ks=0 Fj s=0co 求 积分 , 然后 分 部 积分 , 就 得 到 
h(a, = To) — 2b, [DT (x —y*+bs) ds, 


这 个 的 表达 式 给 了 我 们 (6.62). | 
我 们 现在 更 仔细 地 检查 A (eo, y), HAEE 
于 Newton 位 势 及 Poisson 方程 的 解 的 那些 估计 相 类 似 的 估计 . 
R E= (2 一 /1z 一 |, RNA 
G@, y) =L@-—y) -@—y")+6G, y), 
其 中 
A(z, y) =— 2, | DT (a~-y*+bs)ds, a<0, 
= lena lO ae) a] 
=|a—y* |? "ge, |o—y*]). 
AA GK (6.61) )€-b> 一 j 0 > 一 上 对 于 所 有 的 x, y ER] 成立, 所 
以 被 积 函数 的 分 母 有 正 焉 界 ， 我 们 知道 og 关于 它 的 髓 变量 是 正则 
NM. RKA OG, y) =O, —y) WRKAK 
DO (æ, y) = —D,O (s, y), t=1, =, n—1; 
(6.64) D, O (©, y) = D,,O (2, Y); 
De y)|<O|z—y*|*", 
IDO @, y)|<C|«—y"|™, 
i, 9=1, =, n, C=C(n, ba). 
在 把 Newton 位 势 的 引 理 4.10 的 细节 推广 到 类 似 的 积分 


fo æ, Wf 
时 , 这 些 关系 式 就 足够 了 。 如 果 |b| 关 1 我们 在 前 面 可 用 a/|bl 
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代替 a, 用 5,/1b| RE bn HER, 因为 a<0, 能 够 取 (6.64) 中 的 常 
BORAGE. 

定理 6.26 7% Bı = Br (2) , Ba= Por (zo) 表示 中 心 为 vo ER" 
的 球 , Mik Bi =B NR}, Bz =B:NR}, T=—BeN{e,.=0}, 假设 
2EC (BF) NOB? UT) Æ Br p W E Mlu=f, FEC (BI), ÆT 
上 满足 边界 条 件 (6.60) Bu=o, 其 中 a<0, 6,>0 R pEr), 
WBA uC O**(Bt), 并 且 
《6.65) juļsam <O ulon t BiG |, cz 十 已 ?| 大， 
Fh O=O (n, a, b,/|b]), QE | V ERAT REL i 
By (4.6)'.) 

证 明 假设 了 是 非 空 的 , 否则 所 说 前 结论 已 经 包含 在 定理 
4.6 ET. EBER p=0, |bl=-1 及 n>>2， 考 虐 函 数 


ula) =| Gl, WF WAY (a) +(e), 
其 中 四 = TD -Tedy 


walo) = ec DFW ay 
我 们 在 (4.26) 中 已 经 看 出 wi 满足 估计 
(6.66) | Dwi | oa; SO |F lbs C=C (n, a), 
we 的 估计 本 质 上 与 引 理 (4.10) 中 对 Newton 位 势 的 估计 是 相同 
的 ， 设 f(z) 是 用 关于 mm 的 但 反射 来 定义 ， 因 而 fo’, ta) = 
F(a", ap). 于 是 ,对 于 ws 的 二 阶 导数 ,类似 于 (4.9) 的 表示 式 有 效 ; 
RLV, WE oe BE Bi, j=l +, n 我 们 有 


Dula) =| DOE- -FA 


-f (@) | DO@—y)(y)ds,, 


其 中 p= (v4, ere, Vn) 是 OB; 的 单位 外 法 回 量 . 由 于 (6.64), 引 理 
4.491 4.10 的 论证 无 需 本 质 的 改变 就 可 撮 用 而 给 出 估计 
| D we! ba:ar<Olf bass C=C (n, a, ba). 
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这 个 不 等 式 与 (6.66) 合 并 , 就 得 到 
(6 .67) | DPW | ont SO | Ff’ lo, aris C=C (n, a, bn). 
如 果 |b) #1, 我 们 就 在 这 个 估计 中 用 6,/1b| 代替 ba, 
现在 象 定理 4.11 中 一 样 进行 . Bosu, AA Bi 
4w=f, ÆT E Bw=0 GEIR G 的 定义 ), 我 们 就 有 在 Br 中 dv =0 
R A Bo) =0, ÆT E Bu=0, 于 是 按 Schwarz 反射 法 ，Bo 能 延 
拓 成 在 整个 Bs 中 的 调和 函数 .所 以 在 By 中 B(dv) = A(Bv) =0, 
就 推出 w 在 整个 Ba PAAR. Mu=oty, 估计 式 (6.67) 
及 2 的 导数 的 内 合计 (定理 2.10)， 我 们 就 得 到 当 w=0 时 要 求 的 
fitr (6.65). 至 于 2 一 2 的 结果 , 能 够 作为 % 一 8 ROR TIE 
出 来 ; (参阅 定理 4.6). 
我 们 现在 去 掉 V=0 的 限制 . 为 此 目的 , 我 们 寻求 一 个 在 了 
上 满足 By=g HRA YEr (B). ARR p REE M H gE ja a 
T 的 外 部 使 得 在 ms=0 E pe Co*(R™™); (W514 6.38). 选择 非 


GiB CORR) 使 得 | ney’ =l, y= Go … Yea), RN 
定义 
(6.68) 网 Go 一同 ) 一 2n | (a! — any") n(y!) dy’, 


容易 验证 Y, 0) =0, Dp le, 0) =b; p(a'), 所 以 在 n=O 上 
(6.69) Bp=ọ, 
从 关系 式 


Dish (E) = | Depa! —eny") Dr ay", i, jem 
bn Dinb (%) = -| y’ Dp -ay ) PMY AY, iHn; 


bn Dnn (£) -| y' > Dov — any’) Eno—2)nY) +y Dnly') lay’, 

Ah YER). 我们 还 注意 到 

(6.70) ba [Uo ass <O (B| po; et BY Delogt ROL Dga r) 
=CR li, ails 

其 中 常数 C 仅 依 赖 于 n 及 的 选 法 ， 
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这 时 我 们 能 够 化 归 到 p=0 KI. Beosu— yy, 这 就 推出 
Av=f —AbeO*( Bf), MHF (6.69), RINT LA Bo=0, 从 
(6.70) DI v 已 经 证 明 的 佑 计 , 就 得 到 了 (6.65). J 

我 们 注意 一 般 说 来 (6.65) 中 的 常数 0 BE 56, 一 0 而 变 得 无 界 . 

下 面 的 合计 是 前 面 定理 的 一 个 推论 , 我 们 只 叙述 而 不 加 证 明 ， 
其 细节 与 定理 4.8 AEN THAR A. 

引 理 6.27 H ER PWS RNR, 在 z, 一 0 上 具有 边 
RR AT. RRUECOQ) ICU) ÆA H ii Æ du=f, fE 
O(A), 并 县 在 全 上 满足 边界 条 件 (6.60) Bu=g, 其 中 a<0， 
On > OR PEO" (TT), BA 

[elo aaur<C (|elo:at+ lPlrnart \floaa), 
其 中 OQ=O(%, a, 5,/|b|, diam O), 

与 引 理 6.1 中 一 样 进行 论证 可 给 出 对 斜 导数 问题 的 下 述 推 
广 . 

516.238 在 引 理 6.27 的 同样 假设 条 件 下 , 设 公 满足 Lou 一 上 
(代替 Ju=f), Hp Lo 是 引 理 6.1 中 定义 的 常 系数 算 子 .那么 
(6.71) [u |e caur sO ulot jplaaz 十 If loaia), 

其 中 CO=C a, à, A, ba/ |b], diamQ), 

现在 我 们 考虑 变 系 数 的 方程 和 在 弯曲 边界 的 区 域 中 对 应 的 斜 
导数 问题 . 把 Schauder 合计 的 理论 推广 到 这 类 边界 条 件 是 严格 
地 遵循 着 6.1 和 6.2 节 中 的 思想 的 .我 们 先 推导 一 个 与 引 理 6.4 
相 类 似 的 

引 理 6.29 QER 中 有 界 开 集 ， 在 % 一 0 上 其 有 边界 部 
AT. HR ue O*(QUM EQ Lu=fOTBEC1)) 1 BAW 
界 条 件 


(6.72) B@u=yowid Bla) Du=o(a), v ET 


的 解 ， 其 中 |6,)e«>0, «3b. Mik Lee (6.2), 并 设 
FECHA), EOL (TD), al, t, cEO (QV)R y, LE CUCL), 其 


= 人 与 于 


中 | 
| la”, b, cloa, (Y, Biliran sA, 4% g=1, =, n, 
ABA 
(6.73) [| Zanu <C(|tlo.ot |Plaart |f lo,a:9), 
Hr C=C (n, a, A, A, x, diam Q). 

证 明 我 们 首先 注意 可 以 假设 yO K ha AAS 
v =u", 其 中 k>sup|y|/, 边界 条 件 (6.72) 变 成 在 TY 上 

B'v=(y—hB) 0+ BD = p, 

其 中 By 一 5 过 0， 同 时 方程 [w= 了 变 成 满足 定理 中 同样 假设 
条 件 的 方程 Lvw 二 六， 所 要 的 估计 (6.73) 显 然 等 价 于 对 bw 的 对 应 
的 估计 . 

在 定理 6.2 和 引 理 6.4 中 使 系数 “凝固 "的 技巧 经 过 某 些 修改 
(由 于 边界 条 件 (6.72)) 后 可 以 再 用 一 次 . 这样, 设 z Yo HQ 
任意 两 个 不 同 的 点 ,假设 3, 一 min (da dn), 其 中 2,=dist(w, a2 


-7). 设 w< 玉 是 一 个 正常 数 (将 在 后 面 规定 )， 并 令 d= ad, 


By=Bi(m). 如果 BaN TAI, 令 r Rm ET EHRE. SE 
理 6.2 中 一 样 ， 把 方程 [w==f 改写 成 (6.15) 的 形式 ,把 边界 条 件 
(6.72) 写成 | | o 
(6.74) B(a))u=[B(ah) -—B')u(e’) +p) =p’), 

E »' ET, | | 
我 们 把 (6.15), (6.74) BM BNA 中 一 个 常 系数 问题 ,如 果 .Ben 人 
一 外 就 不 考虑 (6.74). 定理 6.2 中 的 论证 和 引 理 6.4 中 指出 的 类 
似 论证 , 这 时 除了 用 引 理 6.28 代替 引 理 6.1 等 细节 之 外 , 本 质 上 . 
可 同样 进行 下 去 ， 这 样 一 来 , 代替 (6.16) 我 们 现在 得 到 
(6 7B) zt | D2w (a9) — Du (yo )| 


|æ 


| £o — Yo | 
C S 
< (14 o:a + [Bi,a;Bnrt |F |o apno) 
4 » 
+a zaur. 
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右 端 各 数 的 估计 ， 除 了 追加 的 项 |B11,6izur 之 外 ， 本 质 上 与 定理 
6.2 中 的 一 样 。 关 于 这 一 项 , 我 们 知道 
| EB (zo) — Bla) Ju æ) |i, agar 
<Ou’t (O (u) [uloot u” [U] apur). 

细节 与 导出 (6.19) 的 那些 计算 相 类 伺 ， 就 不 在 这 里 进行 了 把 这 
个 信 计 与 (6.75) 中 其 它 项 的 估计 合并 起 来 ， 就 得 要 求 的 信 计 
(6.73). J 

前 面 的 引 理 现在 能 够 推广 到 具有 弯曲 边界 的 区 域 ， 重 复 引 理 
6.5 和 定理 6.6 中 的 论证 就 导出 斜 导数 问题 解 的 下 述 全 局 估计 . 

定理 6.30 He 2 是 Rr 中 0% 区 域 ， 又 设 uco) 是 
Lu=f 在 2 中 的 解 , 它 满足 边界 条 件 


Baju=y (wu + Bs) Du- ole), sE, 


Hha Bt B= (Cr, e, BOREDE BL FE, FF BE OQ 上 
(6.76) |6] >x>0 (xw 一 常数 ). 
假设 二 满足 (6.2)， fEC* (QD), EOL (QD), af, bi, cE O%(Q) 以 
KY B;: E Ot (0), 还 有 
la, bi, cloaca, Y, BilyaoA, 0 gH, or, n, 

那么 ， 
(6.77) [20 | 2,0:0<0(|eloot+|Plsa0+ |f lo, a0), 
其 中 C=C(n a, à, A, x, Q), 

附注 1) ARE (6.76) AAT ae Be Dee 在 任何 地 方 都 不 
是 39 的 切 向 导数 .这 个 假设 条 件 在 现在 的 考虑 中 是 本 质 的 .2) 
在 定理 的 叙述 中 假设 p, 7 及 Bi 都 是 对 全 局 (而 不 是 在 62 上 ) 定 
义 的 ， 这 比较 方便 ， 而 且 不 失 一 般 性 ， 因 而 对 于 这 些 函 数 ， 范 数 
| laran 是 有 明确 定义 的 .在 定理 6.26 及 引 理 6.27~6.29 中 人 是 
超 平面 边界 部 分 ， 因 为 范 数 | nar 自然 地 有 定义 , g 就 不 用 全 局 
延 拓 (在 引 理 6.29 中 > 和 也 一 样 ), 3) 因为 Bw aE OR 
数 忆 的 一 阶 微分 , 因而 预料 到 在 估计 6.77) PARR lela. 这 与 
要 求 pEC2“ fy Dirichlet 边界 条 件 的 对 应 全 局 估计 (6.26) 是 大 
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不 相同 的 . 

迄今 我 们 只 讨论 了 斜 导 数 问题 的 估计 .Ju = 问题 的 实际 的 
解 能 够 通过 连续 性 方法 化 归 为 Poisson 方程 问题 的 解 (和 定理 6.8 
中 一 样 ), 但 是 这 个 方法 现在 包含 着 微分 算 子 和 边界 算 子 两 者 的 连 
续 族 .在 关于 算 子 工 及 B 的 适当 的 补充 限制 下 , 斜 导数 问题 的 唯 
一 可 解 性 给 出 在 下 面 的 定理 中 . 

定理 6.31 设 卫 是 C2 Kit o dhA c<0 及 C*(Q) 系数 
的 严格 椭圆 算 子 . 设 Bu=yu+ B-Du 定义 OQ 上 的 一 个 边界 算 子 ， 
WME o 是 2 上 的 单位 外 法 向 ,在 OQ LWA TR y (B-v) >0-, 
BE y, BEC**(8Q), 那么 斜 导 数 问题 
(6.78) Æ Q h Lu=f, Æ 02  Bu=op 
FRAR SECO 及 pECL“(80) 有 唯一 的 0). 

证 明 不 失 一 般 性 我 们 假设 在 OQ 上 7y>0 及 B.p>0， 还 假 
hp & B 被 延 拓 到 整个 2 上 并 属于 CF*(l2).， 对 于 0<t<1, 考 
JE IR] BUR. 

Aap Lu=tLu+(1—t auf, 


6.79 
( ) 在 82 上 Bu=tBu+ (1 一 从 (Stu =, 


我 们 注意 到 L1=L, Lo=4, By=B, By=0/0v+ SRT, FAW 
Fie 4MIER aA, A, LD 的 系数 ar, bi, c 满足 
aih E| =mi, A) take Vee, ECR" 
及 lav, bt, crloe<A;=max(1, A), 
还 有 , 因为 对 于 某 两 个 常数 B', y 有 Borb Ryo”, 我 
们 在 OQ 上 就 有 
y= A—-1) +tySmin(1, y')>0, 
Biv = (i—i) +iB.v>min(l, B')>0, 

这 时 Blr BAR 1 无 关 的 界 . 

考虑 问题 (6.79) OM SED) RE — EWE CO? *(Q), Jula a HE 
带 有 与 圭 无 关 的 第 数 C 的 合计 (6 77). 此 外 ,用 9 及 了 估计 Julos 
我 们 将 得 到 一 个 界 
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(6.80) lulz a<OC plaat |f loa) 
Xt F 6.73) 的 所 有 O> (D 解 有 效 . 

为 估计 (uo, 我 们 先 作 代 换 52=w/w, 其 中 心 是 一 个 固定 的 
COD NICOARA t RK), CW RAE. Mo>o>O; (i) Lo 
<c<.0; GD Æ 20  ¥:4+-Bi-Dwo/wSy>0, 其 中 o, c y 都 是 常 
数 . 如 果 凡 充分 大 而 C, Co 是 适当 的 正常 数 ， 我 们 能 够 把 这 样 的 
PAX o IR ol) =c e" 的 形状 . 代 换 v= 二 w/w 把 (6.79) 变 成 
另 一 个 问题 : 在 中 上 w= 了 =f/%w, Æ 上 Bw=$ 一 9g/w, 在 这 
里 Pio 中 % 的 系数 Liw/w 满 足 Lw/w<c/w<0, Bw 中 ww 的 系数 
VBE y= yet Br Do/o>y>0, MRM mEQ 有 


sup|v| = |v (eo) |, 

则 supļo] = |v (ao) |< |f (£o) /e|<sup|f]/lel, 

所 以 |u| o<supasup|v| <C |F |o, 

其 中 是 与 4 无 关 的 常数 ， 另 一 方面 , 如 果 对 某 mEaG, 有 
sup|v] = |v (wo) |, 


那么 或 者 
sup! v | = y (£o) <y! (P — Br Dv) s-r P (£0) /Y, 


或 者 sup vi = — Y (vo) <y (— G+ By Dv) s-a S — P (0) /Y, 
于 是 lzlesCsuple|. 估计 式 (6.80) 立 即 从 (6.77) 推 出 ， 


这 时 论证 实质 上 与 定理 6.8 中 一 样 地 进行 . 我 们 先 假 设 
0 一 0， 设 

EC *(Q) | 在 AQ 上 Du 一 0}， 风 :一 C“(D9)， 
AHH ET LiVe, FQ Lu=f, FAQ 上 .Bw 一 0 这 个 
问题 对 任意 fe 0“(0) 的 可 解 性 等 价 于 算 子 Le AT WHE. He uy, K 
示 这 个 问题 对 给 定 的 了 的 一 个 解 , 它 是 唯一 的 (见习 题 3.1), 并 从 
9 一 0 的 (6.80) REJIS ELF 

[uslo a SC lf loa, 

或 , 等 价 地 ， 
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(6.81) lu | y, SC | Lyu | Ber 
第 数 C 是 与 1 元 关 的 .Lo 可逆 这 一 事实 是 第 三 边 值 问题 


EQ du=f, E 上 w+ 二 -让 一 0 


在 CO”*(Q) 中 可 解 性 的 推论 。 我 们 可 参阅 有 关 这 个 结果 的 位 势 理 
论 的 文献 ; (例如 , 见 [GU])， 假 设 有 这 一 结果 ,我 们 就 能 从 (6.81) 
及 连续 性 方法 (定理 5.2) 得 出 齐 次 边界 条 件 g==0 时 定理 的 证 
BA, | 

构造 一 个 函数 小 EO%*(@) 使 在 AQ 上 Bh=—, 可 把 具有 一 般 
2 的 问题 (6.78) 化 成 p=0 的 情形 , 然后 处 理 新 闻 题 ;在 2 中 上 v= 
f'=f— Lp, 在 6Q 上 Bu=0, 简略 地 概括 起 来 ,这样 的 函数 由 能 
够 通过 以 下 方法 构造 出 来 : 用 有 限 个 球 B 的 集合 履 盖 CQ, 用 适当 
的 映射 拉 直 边界 部 分 BN eQ, (4 (6.68), (6.69) 中 一 样 ) H E R 
Hous, HEE BNA 上 Bh=p, 然后 用 一 个 适当 的 单位 分 解 得 
到 全 局 函数 Ww, ( 见 引 理 6.37) .细节 留 给 读者 . 】 

如 果 在 上 述 定 理 中 条 件 y>0 或 c 和 0 不 满足 ,就 不 再 能 断言 
唯一 可 解 性 ， 但 是 作为 代替 ,能 够 断言 与 定理 6.15 一 样 的 
Fredholm 二 择 一 性 质 ， 证明 的 方法 基本 上 是 相同 的 。 二 择 一 性 
质 的 一 个 直接 推论 是 当 c0, y 宇 0 并 县 或 者 c 考 0 或 者 7Y 才 0 时 
问题 是 可 解 的 , 因为 在 这 些 条 件 下 唯一 性 成 立 . 


6.8. 附录 1 内 插 不 等 式 

我 们 在 这 里 证 明 第 6 章 中 间 援 引 的 内 插 不 等 式 . 我们 从 内 部 
范 数 积 拟 范 数 的 不 等 式 开 始 , 
= 引 理 6.52 假设 74+ B<hkta, Hp j, k=0,1,2,-- 以 及 
0<a, B61.， 设 0 是 R" 中 开 子 集 并 设 wE0%“(Q)， 则 对 任何 
e>0 RERRC=Cle, k, 1), RNA 
lu] jso SO |u| o;o + 8 4] x, aia, 
jul jeo SO lul oo +e [uly zo. 


证 明 ”我们 将 对 本 书 需 要 的 J, =O, 1, 2 的 情况 来 建立 
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(6.82) 


(6.82), 这 种 想法 的 直接 推广 并 用 适当 的 归纳 法 就 可 对 任意 的 
I, 导出 所 说 的 结果 . 
假设 (6.82) 的 右 端 项 有 限 , 因为 否则 浙 言 是 明显 的 ， 为 了 记 
TERI PARC, 区 域 2 NBA. RNS BULA: 
Gi) g=1, k=2 a 一 BB 一 0. 我们 希望 对 任何 s>0 证 明 
(6.83) i< Co) [ulot 6 [e}s, 


设 2 是 9 中 任 一 点 ,d 是 它 与 9 的 距离 ,而 ws 总 是 后 面 来 规 
ERENS. $ d=ud:, 及 B= Bolw)， 对 于 任 一 t=1, 2, +, 2, 
Bew, o 是 平行 于 zw 轴 的 中 心 在 % 而 长 度 为 24 FRY Be Be WY Bit ad. 
于 是 对 这 线段 上 茶点 % 我 们 有 
| Dyu(B) p= A) | < lela 
K 
| Dule) | = DuG@ +f" Diao <4 [ulo+dsup| Duvl 


<} Julo +d sup dz? sup d2! Duu (y) | . 
a YOR YEB 
因为 d,>d,—d= (1—p)d,>d,/2 对 于 所 有 的 VE 成立 , 从 而 
dz Diu (s) | <p lot dusup dy | Duly) | 


Sp wo +4 [u]. 
所 以 [wli= sup dsl Du (o) | <u™ lulo +4u [u], 


MOAR PR ERR pe HET pS ,我们 就 得 出 CO 一 的 (6.83), 

Gi) J<k; 8=0, 0 我 们 用 类 似 的 方法 进行 . 先 设 % EQ, 
0<u< d= ude B= Bye), FR ww" 是 平行 于 m 轴 的 中 心 
在 % 而 长 度 为 24 的 线段 的 端点 .对 这 线段 上 的 菜 z 我 们 有 
(6.84) | Dyu(@) |= LPH) | < 
及 


<3 sup| Dal 
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| Dyas (as) |< | Dye (a) | + | Dis) — Duu (2) | 


1 _ 
< supd,*supd, | Du (y) | 


+d” sap dz? y “sup dats | Diru 7 -a auly) | 
%—Y 
因为 对 于 所 有 的 y€ B, dy, f yor d,/2, 又 可 得 到 


dz, | Dyes (w) [<4 [eit 2 tp [u], a. 


对 如 ?了 及 ZEQ BULA, H p AB u< e 并 令 0=2/p, 我 们 
就 得 到 不 等 式 

《6.85) [u] <C Ce) [w]i+ e[t]2,4, 

在 (6.84) 中 如 果 用 多 代替 Du 并 在 随后 的 细节 上 作 显 然 的 修改 ， 
我 们 就 得 到 了 =%=1, B=0, a>0 (6.82), 

(6.86) [wji<O(e) |ulotelulia. 

在 适当 地 选择 上 述 每 个 不 等 式 中 的 s 之 后 把 46.85) 与 (6.83) 合 
并 , 就 获得 6=2 及 7=1 2 的 (6.82). 

Gii) 9<h; B>0,a=0, Kw, y EO ER dady, 所 以 ao 一 ov 
iu, 4 及 B 定 义 如 前 我们 对 7=0 的 情况 证 明 (6.82), 首先 建 
SAA Sk 

[ulo sO Ce) [ulo + e[u]i, 
其 中 s>>0 对 于 0<B8<1 可 以 是 任意 的 ， 如果 yEB, 对 于 0<B< 
1, 我 们 由 中 值 定 理 得 出 


ds ar aed | ped, [Dulo,s<2p [OH 
又 如 果 y EB, 我 们 就 有 


(6.87) dl < pA 
合并 这 些 不 等 式 , 对 于 0 二 8<1, 得 到 
(6.88) [8 a= sup dp, Du 
<ur julo + But? [ee] 7, 
4 B<1 Je uee AYR ALI (6.82), A (6.83) F (6.88) 
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的 右 端 项 并 适当 选择 4, 我 们 就 得 到 7?=0, B= 2, a=0, O<B<1 
的 (6.82)， 对 于 7=1, 4=2 的 证 明 ,用 Div 代 赫 久之 后 , 可 用 大 体 
上 相同 的 方法 进行 . 但是, 有 下 述 的 差别 .代替 (6.87) 我 们 这 时 
有 不 等 式 


gyte Pa PD pod Dula) | +8, Dut) 


< Qu” [u]i. 
应 用 (6.83) 仍 可 推出 结论 . - 
Gy) 7<k;a, B>O, Wj=k RET, 所以 a>>B6， 用 与 上 面 
相同 的 记号 ,对 于 yEB 有 


ag 62) = WO) | yng UE u 
Ee 2 一 2 


而 如 果 ys BL, 则 
ag OU oyu, 
合并 这 些 不 等 式 并 对 ww yEQ 取 上 确 界 ， 我们 得 到 j= 和 -=0， 
é= pr" RO=2/u? R (6.82). BR g=h=1, 2 的 情况 可 以 通过 
类 似 的 方法 并 利用 情况 GD 的 结果 推导 出 来 . 
拟 范 数 的 内 择 不 等 式 46.82) 直接 列 涵 着 范 数 的 不 等 式 
uli ga SO |uloote levi, aa. J 
应 用 引 理 6.32 可 得 出 王 面 的 紧 性 结果 . 
引 理 6.83 设 8 是 ?中 有 界 开 集 , 并 设 S5S 是 Banach 空间 
Ob = {uc O(A) | lm 00}, 
k=0, 1, 2, +, 0O<a<1, 
HERTA. 假设 S 的 函数 在 OQ 上 也 是 等 度 连续 的 . 那么 , 如 果 
b+a>j+ E, RIE S 在 OO PER, 
证 明 因为 5S 在 上 等 度 连 续 , LEO 中 有 界 ， 它 包含 一 
个 序列 {um} 在 2 上 一 致 收敛 于 一 个 函数 wE0O%%， 按照 假 设 条 
fh, 我 们 可 设 Un era SM MER). M6.82) RIVA: 对 于 任 一 
8 之 0 及 某 常数 O=0 (8), 
[Un — t| 3 SCO] Um ulot E| Um—U lk, a. 
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这 时 如 果 N 大 到 对 所 有 的 m>N, 有 \tm—ulo<s/C 成 立 ， 则 对 
Fm>N, RA |tn—ulje<sA+2M), 这 样 一 来 {Un} FECL 中 
AF u, 证 明了 引 理 的 断言 .了 

我 们 现在 把 引 理 6.32 推广 到 具有 超 平面 边界 部 分 的 区 域 中 
的 部 分 内 部 范 数 和 拟 范 数 上 去 . 

引 理 6.84 假设 j+B<hta, Hj, k=0, 1, 2, …, LOS 
a, BSI, RQ ER, 中 在 wz, 一 0 上 其 有 边界 部 分 的 开 子 集 , 又 设 
uE (QUT). 那么 , 对 任何 s>0 RERA O=O (e, j, kb), R 
们 有 


1760ur SO [uloa + 8 [ux, anur, 
(6.89) [u]; enur S [wl|o;p [ee] x, ;QuT 


[ulj eour SO lu |o;0 + 8 [t] x, ainur. 

WEAR 仍 假 设 右 端 项 有 限 . 证 明 完 全 按照 引 理 6.32 的 样子 ， 
我 们 仅仅 强调 证 明 中 不 同 的 那些 细节 ,下 面 我 们 略 去 标记 QUT, 
EKHAR HH. 

$63 1B 1<j<h<2, B=0, a>0 的 情形 ， 从 下 面 的 不 等 式 开 
iR: 

(6.90) [u]2 <O (e) [ulo +8 []z a a>0, 
设 z 是 中 任 一 点 , de Æ E HOQ-THIRB, X d= uds, 其 中 


p< 开 是 后 面 再 规定 的 常数 。 如 果 dist, T)>d, WAR Ba) 


C2, 与 引 理 6.32 一 样 进行 论证 ,只 要 尺 一 凡 Ms) 选 得 充分 小 ， 禹 可 


导出 不 等 式 - 
dz | Duu (æ) | <O (6) [u] i+ e [u], a. 


如 果 dist(a, T) <d, 我 们 考虑 球 B= Bia @) CQ, 其 中 wo 位 于 过 e 
By T HER E, HE dist(c，zo) =d, a’, o Æ B REIT a Hi 
的 直径 的 端点 ， 那 么 , 对 于 这 条 直径 上 的 某 T, 我 们 有 


| Dyu(Z) | -Pule Pao < 于 sup| Dal 
B 


= dz? sup dy | Duy) | 
Zz uli 因为 对 所 有 的 yEB, dy>ds/2 
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以 及 
| Dau (e) | <| Dye @) | + | Dire (e) — Dye (e) | 
<2 az? [ul]? 
bb 


+2d*sup dzy “sap dee | Duu (£) 一 Duly) L, 
yes "46 jz 一 外 | 
所 以 只 要 16u*<c, C=2/p, 就 有 
a2 | Dyes (2) |< = [u] $+ 16u” [u]? a <O [el + et}. 


选 对 应 于 dist (æ, T) >d 及 dist(z, T) <d 两 种 情况 的 4 的 较 小 
È, FYRE Ki, t=1, =, mn ERA, 就 得 到 (6.90)， 
如 果 在 上 面 用 汉代 替 Di， 并 在 细节 上 作 相 应 修改， 我 们 就 对 
j==b=1 得 到 (6.90), | : 

为 对 7=1, k=2, a= 8=0 证 明 (6.89)， 我 们 可 按照 作 了 (由 
(6.90) 的 上 述 证 明 所 启发 的 ) 修 改 的 引 理 6.32 那样 来 进行 .连同 
前 面 的 和 名 个 情况 一 起 ， 就 给 贝 了 TS B=0, a 之 0 时 的 
(6.89). 

对 于 BE>0，(6.89) 的 证 明 将 严格 地 仿照 引 理 6.32 的 情 交 
(ii) 和 kiv)， 主 要 的 不 同 之 处 在 于 :对 e>, a 一 0 AE ED E fg 
要 在 截 球 Baw) NO 中 应 用 中 值 定理 , 这 里 的 点 isa dist, T) 
<d. J 

Ro VSG Op & 2 A 4G F ARESE 4. 

引 理 6.25 假如 j+8<k+a, HH j=0, 1, 2, +, k=1, 
2, …, LO<a@B<1, R O Æ R" h OF Km, HEE wenn), 
那么 ,对 任何 e>O RHR O=C(e, 3, k, Q), RIS 
(6.91) jula aa SO luon tElu]r, aso. 

证 明 ”这 个 证 明基 于 以 非常 类 似 于 引 理 6.5 中 的 论证 化 归 到 
引 理 6.34， 与 那个 引 理 中 一 样 ,在 每 一 点 to € OQ, 设 B,(wo) 蚌 一 
个 球 ， 而 出 是 C’* MOM K, EEEa E B= Bia) N 
T=B, (a) 1202 的 一 个 邻 域 中 的 边界 拉 直 ， 设 Pb) =D, 
(D =T CR}, AAT 是 oD 的 超 平 面部 分 , 我 们 可 在 DV' 中 
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把 内 播 不 等 式 (6.89) VATRA uu, Bal 
ju | j.a:DuT SO Ce) [u lop tE [u|u a; pr ute 
从 46.30) 得 出 
VAL SO Ce) lulo tE [u |k abun. 
(我 们 记得 可 把 同一 记号 C0(e) 用 到 8 的 不 同 函 数 上 去 ,) 设 
B" = Boo (xo) 人 1 8, 我 们 从 (4.17)'，(4.17)" 推 得 
(6.92) Lula eg SO (8) [ul ort E lu |r, ase 
<O (e) |ulo:o+ elu]|r ao. 

设 Bual), %EOQ, i=1, …, N, FEB CQ 的 球 的 有 限 集 
合 ， 使 得 不 等 式 (6.90) 在 每 一 集合 Bi = Bua) NA PRATAS 
O,(s) 成 立 ， 设 6=minpy/4 RC=C(s) =maxCi(s), 于 是 在 每 
一 点 wo COQ, HEA it RITE B= B, (a0) CB, 2 (a), PY 
(6.93) jul; egna SO |ui oante |v ly, aso. 

论证 的 剩 下 部 分 与 定理 6.6 中 类 似 , 留 给 读者 . J 

全 局 内 插 不 等 式 (6.91) 在 更 一 般 的 区 域 中 也 有 效 ， 例如 在 
Oot 区 域 中 有 效 ;《 见 习题 6.7)， 但 是 , 与 第 52 页 的 例 中 所 证 明 的 
一 样 , 当 十 a 之 j 十 B 时 为 保证 包含 关系 CO**(Q) CO*F(Q), 区 域 
OQ 有 适当 的 正则 性 是 需要 的 ， 所 以 全 局 内 插 不 等 式 在 任意 区 域 中 
是 不 正确 的 . 

引 理 6.35 蕴涵 下 面 的 紧 性 结果 . 

引 理 6.36 设 Q 是 R* 中 0*%* 区 域 % 之 1), 又 设 S 是 0*%*(0》 
中 的 有 界 集 ， WA, 如 果 I+R<h+a, 5 就 在 Cro) HER. 

“证 明 与 引 理 6.33 的 证 明 本 质 上 是 同样 的 ,因而 略 去 . 这 个 结 

果 对 全 局 内 插 不 等 式 (6.91) 成 立 的 区 域 显 然 有 效 ， 所 以 在 Co? 区 
域 中 结论 成 立 . | | 


6.9. 附录 2 延 拓 引 理 

在 本 节 中 要 建立 一 些 结果 , 它们 是 本 章 早 些 时 候 用 到 的 , 也 是 
本 书 别处 所 需要 的 ， 这 些 结果 是 关于 全 局 定义 的 函数 拓 广 到 较 大 
区 域 中 的 延 拓 ， 以 及 定义 在 边界 上 的 函数 到 全 局 定义 的 函数 的 延 
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H. 

我 们 将 利用 单位 分 解 的 概念 . 设 Q ER 中 一 个 开 集 , 它 被 可 
数 个 开 集 Q; 的 集合 {Q)} Be. Ba ink 的 可 数 集 合 是 从 属于 条 
£2{O3 的 局 部 有 限 单位 分 解 , 如果 ; OW FE g= O, m ECTO) 
Gi), > 0, 在 8 中 ZZm=1; GD 的 每 点 存在 一 个 邻 域 , 其 中 仅 有 
有 限 个 立 非 零 .关于 这 种 分 解 的 存在 性 的 证 明 可 参阅 文献 ;〈 例 如 ， 
见 [YO]j， 也 可 见习 题 6.8). 在 下 面 的 应 用 中 , 分 解 的 构造 是 比较 

引 理 6.37 BORN PA Orr KR Gl, Ni Q Ea 
43 2 的 一 个 开 集 . BUR uco). 那么 存在 函数 w ECS) 
HATE QP w=u, HA 
(6 .94) | wv | 4, a: SO |e», asa, 

He C=Ckh, Q, 2’). 

证 明 Be y= a) EMF OM GASP TR, EI MoE OQ 附近 
的 边界 拉 直 , NEG KOGAR 分别 是 水 的 象 中 的 一 个 球 及 
半球 , 这 里 内 满足 由 (x0) ECG, S uly) =u ty) Ry= Gy, oy 
Ynis Yn) = (Y's Yn), 我们 用 


` ktl n 
u (y’, Yn) = > CU (ay, —Y_/%) ? Yn <O 
EX u(y) 到 ya <0 中 的 延 拓 , 式 中 Ca, or, Cera 是 由 方程 组 
> o(—-1/4)"=1, m=0, 1, ar) k 


确定 的 常数 . AZWILLRRKUBESN, 在 G 内 具有 直到 天 
阶 的 所 有 导数 , 而 且 %wEO%*(G) .这样 , HATER B= BO), 有 
w=wop E OYB), Ft HE BAQ H w=-u, MU whe T vu HQOUB 
中 的 一 个 Of ge, F (6.80), KÆR 6.94) RI H AUBRE 
2"), 

在 考虑 用 前 述 的 召 那 样 的 球 Bo t=1, 2, e, N, APR Bae 
dQ, - {w} 是 对 应 的 CO** 延 拓 ， 我 们 可 以 假设 球 刀 这样 小 ， 
使 它们 与 2 的 并 集 包 含 在 82"' 中. 设 QCca 是 8 的 一 个 开 于 
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集 ， 使 得 Qo 及 球 Bi 构成 8 BTE RIFA. S {ra}, è= 0, 

-, 六 是 从 属于 这 个 覆盖 的 单位 分 解 , HO 

W= Uno Dwm, 

刀具 m= 二 0， 就 认为 wn =0, 上面 的 讨论 证 实 Tw ew Dep 
药 一 个 延 折 并 有 引 理 中 断言 的 性 质 ， 了 

下 面 的 结果 提供 了 边界 函数 到 相同 正则 性 函数 类 中 全 局 定义 
函数 的 一 个 延 拓 . 

引 理 6.88 BOBRR PO? KRG, NEUES 
.9 的 一 个 开 集 . 假设 PE O”*(0Q), BA, FERA DECK"), 
使 得 在 2Q E =g. 

证 明 在 任 一 点 DEAD, RMA RR G 与 前 一 引 理 中 同 
样 定义 ， 又 假设 $=9po ECGnaR 我 们 在 G 中 定义 
DY’, yn) =P), FEM LEP), F O@)-Go yw), 对 某 球 
B= B(x), BR OECO**(B) I-A BNA 上 86g， 现 设 {Bj 是 
由 BB 那样 的 球 作 成 的 02 的 一 个 有 限 履 盖 ， 并 设 OG EB, hi 
义 的 对 应 的 0O™% 函数 . 现在 , 与 前 一 引 理 中 一 样 利用 适当 的 单位 
分 解 就 能 够 完成 引 理 的 证 明 . J 

附注 1) 在 上 面 的 引 理 中 , 如果 PEC’ (AQ) NOCT), HH 
TCEQ, AAR RIEU NS PER CCC!) NC**G), 
其 中 G 是 包含 人 的 一 个 开 集 . 对 上 述 证 明 作 简单 修改 后 可 证 明 ; 
MR ORB O 边界 部 分 了 的 任何 区 域 , 又 如 果 pco), 
那么 能 把 g 延 拓 成 函数 BEO*™%*(G)， 其 中 G 是 包含 工 的 一 个 开 
集 , 并 且 在 TT 上 B=wg、 了 的 用 球 构成 的 可 数 履 盖 对 论证 是 必需 
K. WE pE NOT), 则 可 确定 延 拓 多 使 得 和 EC?(0) 
NC’), 2 对 于 具有 简单 几何 形状 的 区 域 , 常 可 直接 和 容易 
地 构造 出 延 拓 函数 来 .例如 , Æ B= Bre) 是 R* 中 一 个 球 , 而 
p E0? (3B) NO%(T), TTB, BA, > 

P (2) =P (soro) =p Rw) n(x), 

其 中 了 = lz 一 2o |， w= (vw 一 Z0)/7, nr) 是 O<r<B/4 iy nr) 一 0， 
7 之 BR/2 时 F707) =1 的 0” RBA, BREED o 在 R 中 的 一 个 
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延 拓 .显然 函数 O@) OBES pi, ATOR), 在 由 从 原 
点 出 发 穿 过 了 的 点 的 射线 所 确定 的 锥 彩 区 域 中 属于 0%* 类 . 


评注 

SS ws 节 的 先 验 估 计 和 存在 性 理论 是 Schauder 的 贡献 
[SC4, 5] (这 里 是 以 修改 过 的 形式 写 出 的 ). 大 约 在 同一 时 期 ， 
CacoioppoliTCA1] 叙述 了 类 似 的 结果 但 无 细节 ， 这 些 结果 得 到 了 
Miranda PERR [MR]. 密切 相关 的 思想 包含 在 Hopf 的 工 
作 [HO3] 中 , 是 他 最 早 建立 了 第 么 节 中 的 内 部 正则 性 定理 .对 于 
实质 上 同类 的 问题 ， 解 的 存在 性 理论 以 及 一 般 性 质 先前 已 由 
Giraud 得 到 [GR1-3]， 他 用 的 是 基于 把 解 表 成 表面 位 势 的 积分 方 
程 方法 . 进一步 发 挥 各 自贡 献 的 细节 也 由 Miranda 讨论 过 [MR2]. 
以 Fourier 分 析 方 法 为 基础 的 Schauder 估计 , 对 任意 阶 的 方程 的 
上 发展 包含 在 Hormander fy [HM2)]4, 

用 内 部 范 数 表示 的 第 工 节 的 内 估计 公式 和 推导 方法 都 是 仿照 
Douglis 和 Nirenberg[DN] 的 ， 他 们 还 把 内 估计 推广 到 了 椭圆 型 
方程 组 ， 如 果 首 先 在 球 中 用 定理 4.6 实现 这 个 估计 , 最 后 再 把 它 
变 成 对 O> 内 部 范 数 的 界 (6.14), 定理 6.2 证 明 的 细节 就 可 稍微 
简化 . 

6.2 节 的 全 局 估计 以 及 定理 6.8 的 证 明 是 以 0%* 边界 数据 的 
这 种 估计 为 基础 的 ， 在 较 弱 的 正则 性 假设 之 下 , 例如 对 于 C1*(@) 
站 OC?(Q) 解 的 存在 性 的 证 明 ， 就 不 能 从 Schauder 理论 的 常用 的 形 
式 得 出 . 这 个 缺陷 被 Widman[WI4] 填 补 上 了 . 另 一 方面 , Giraud 
用 积分 方程 方法 得 芭 的 是 Ch* 边界 的 结果 . 这 种 积分 方程 方法 
在 解 不 唯一 的 身 况 下 对 于 可 解 性 还 给 出 了 一 种 比 Schauder 理论 
中 Friedhoim 二 择 一 性 质 所 得 出 的 条 件 形式 更 明显 的 相 容 性 条 
Ae, 但 是 ,在 别 的 方面 , Sehauder 理论 就 比较 简单 , 并 且 结 果 也 更 
加 完整 . 

使 Laplaco 算 子 的 正则 点 也 是 椭圆 算 子 的 正则 点 ， 并 且 反 过 
来 也 成 立 的 条 件 , 被 几 位 作者 研究 过 .了 Hervé[HRjJ 证 明 ; 如 果 在 
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定理 6.13 中 的 工 的 系数 是 C01(2) 的 ( 即 ， 它 们 满足 Lipschitz 条 
件 )， 那 么 Q 的 边界 点 对 三 正则 当 且 仅 当 它们 对 Laplace 算 子 正 
则 .论证 依赖 于 具有 适当 奇 性 的 Green 函数 的 存在 性 ; 又 因 这 样 
的 Green 函数 在 C“(G) 系 数 的 情况 下 也 存在 〈 例 如 ， 见 [MR93] , 第 
SLE), MLR 正则 边界 点 的 等 价 性 在 这 个 前 提 下 保持 有 
效 ， 如 果 系 数 在 边界 上 只 是 连续 的 ， 则 这 种 等 价 性 一 般 说 来 不 再 
成 立 ; (见习 题 3.8(a) 中 的 例子 ,也 可 见 Milor [MD4])， 对 于 散 度 
结构 的 方程 ， 情 襄 就 十 分 不 同 ， 对 于 这 类 方程 ， 当 系数 有 界 可 测 
于 就 有 等 价 性 ; 〈 见 LLSW] 91388). 另外 的 结果 见 [NO] 及 
[ML2, 4]. 

Hopf [HO3] 在 没有 存在 定理 的 情况 下 直接 证 明了 内 部 正则 
性 结果 ( 引 理 6.16). 他 的 方法 ,基于 Korn 的 常 系数 方程 的 扰动 
法 (在 区 R23] 中 )， 提 供 了 [IEO 久 中 他 关于 变 分 问题 解 的 正则 性 结 
果 的 一 个 推广 , 并 预示 了 Schauder 理论 的 重要 方面 . 引 理 6.16( 利 
更 一 般 的 结果 ) 的 基于 正则 化 和 内 估计 的 一 个 简单 的 直接 证 明和 包 
含 在 [ADN] (第 723 页 ) 中 . 

边界 正则 性 结果 ( 引 理 6.18) 的 一 个 基本 的 简单 证 明 可 如 下 
得 到 .证 明 wEO(OU 人 就 够 了 , 在 此 之 后 的 论证 实质 上 可 与 引 
理 6.16 中 同样 进行 。 考虑 4 一 pgp 代替， 我 们 可 假设 yg 三 0， 设 
YQ, 有 60 人 00=T'ICCT, Mk d=dist(Q’, 02-T) <1, 对 
任何 z' EQ', 首先 假设 

d=dist(w’, 82) = |2'—a|<8, 2 EOQ. 
那么 按 习 题 3.6 我 们 对 zEQ 有 
|u(a) | <O]s—zo], 
所 以 对 mwE€ Bale’) jul) | <d, M (6.23), 在 其 中 我 们 令 Q= 
Baye (x) Al Q= Bg æ), 从 而 对 于 所 有 的 之 €E Bae (£), 
d| Du(e) | <C (sup |u] +8?|F |o, am), 


所 以 Duo | <O |Flo,a:0) <O, 
其 中 常数 0 DKT Oo 及 给 定 的 数据 ， 如果 a 二 56， 那么 , 这 时 带 
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有 依赖 于 6 的 常数 0 的 同样 的 不 等 式 成 立 ， 这 样 我 们 就 有 了 
| Du| Æ O 中 的 一 个 界 , 从 而 w€E0% (2UT). 

6.5 节 是 Michael[MI] 的 思想 的 修改 ,他 证 明了 对 于 连续 边 值 
的 一 般 存在 性 理论 能 够 只 从 内 估计 推导 出 来 . 他 的 结果 同样 能 应 
用 于 某 一 类 在 边界 附近 具有 无 界 的 系数 的 方程 ;:《〈 见 习题 6.5， 
6.6), 

6.7 节 中 的 斜 导 数 问题 的 Schauder 理论 与 较 早 的 形式 在 某 
些 方 面 是 不 同 的 ， 特别 地 ，Fiorenza[LEFIf 把 他 的 方法 建立 在 关于 
半空 间 中 Poisson 方程 边 值 问 题 的 解 的 表面 位 势 表示 法 的 基础 之 
E, 对 此 他 应 用 了 Giraud[GR3] 的 某 些 结果 .他 对 于 变 系数 情形 
的 Schauder 型 估计 显示 出 对 系数 的 界 及 Holder 常数 的 十 分 确切 
的 依赖 性 . 在 [LU 各 第 10 章 中 ,以 及 Fiorenza[FI12] #1 Ural’ tseva 
[UR] 在 处 理 具 有 非 线性 边界 条 件 的 拟 线 性 方程 时 都 利用 了 这 个 
依赖 性 、 在 高 阶 方程 各 方程 组 的 别 的 边界 条 件 下 ，Schauder 理论 
的 推广 出 现在 Agmon，Douglis 和 Nirenberg 的 工作 中 LADNI, 
2). 他们 的 方法 基于 半空 间 中 常 系数 问题 的 解 的 明显 积分 表达 式 ， 
对 给 定 的 边界 条 件 , 用 适当 的 Poisson 核 表 出 . 尽管 在 细节 上 十 
分 不 辐 , 却 能 把 6.7 节 中 的 发 展 看 成 是 这 些 结 果 的 一 个 特殊 情形 . 
也 可 参看 Bouligand[BGD], 非 正 则 斜 导数 问题 , 在 那里 边界 条 件 
中 的 方向 导数 变 成 切 向 导数 (在 (6.76) 中 6, 一 0), 实质 上 比 正则 
情况 更 为 深刻 ， 其 结果 也 不 相同 (例如 见 Hörmander [HMI], 
Egorov #1 Kondrat’ev[EK], bi Winzell[WN]), 

从 本 章 的 结论 容易 推出 外 部 边界 问题 的 解 ，Meyers 和 Serrin 
[MS1] 处 理 了 方程 [4= 了 在 一 个 外 部 区 域 2( 包 含 某 球 的 外 部 ) 中 
的 边 值 问题 ， 方 程 中 c<0， 并 且 系 数 和 了 在 虽 的 有 界 子 区 域 中 
Holder 连续 ， 在 关于 系数 在 无 穷 远 处 行为 的 适当 的 一 般 假设 下 ， 
他 们 从 逐渐 扩大 的 区 域 中 的 解 的 收敛 性 证 明了 只 中 在 无 穷 远 处 
有 极限 的 篇 的 存在 性 . 另外 ， 他 们 还 得 到 了 这 样 的 结果 : 如 果 
f=0, =0, Æ oo tha’ mal A RER [ad] RRR, ABA, 在 无 
穷 远 处 变 为 零 的 Dirichlet (和 别 的 ) 问 题 在 Q 中 存在 唯一 解 . 在 
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这 些 条 件 下 ,如 果 w%>3， 那 么 算 子 二 在 无 穷 远 处 可 以 是 非 一 致 本 
GS, 而 边 值 问题 仍然 适 定 ， 对 于 ”>>3， 到 外 部 区 域 的 Sahauder 
理论 的 推广 , 包括 无 穷 远 处 的 Hilder 估计 及 外 部 Dirichlet 和 
Neumann 问题 对 应 的 处 理 , 已 出 Oskolkov1OS1] 给 出 .在 [EG2] 
中 处 理 过 n>>3 时 的 一 类 拟 线 性 方程 的 外 部 Neumann 问题 . 


>] 题 
6.1. (a) Ruce), k>0 是 lu=f ERE OcR 中 的 解 , 又 假设 
L 的 系数 满足 (6.23) 及 la“, b, clh aasa, MR 他 CCQ, 证 明 
ju |r asa OC (Ul oso + 1 [x,0;0) 
其 中 C=C(n, k, a, A, A, D, d=dist(Q’, aQ). 
(b) 在 定理 6.2 RI u Et), k>, ARE 
la] im, 11k, lel R<A; ISR 
代替 (6.13)。 证 明 内 估计 
lulii C Clu lt IFD 
其 中 C=C0(n, k, a, 4, A), 
6.2. EEH 6.6 Hik O Æ O Mik, k>, XIR ucca, pE 
CHD, FECA, Jat, d, cleans, ERER t 
Julen a sC Culot [plera t |f lra) 
其 中 C=C (n, k, a, A, A, Q), 
.8， 对 于 满足 外 部 锥 条 件 的 有 界 区 域 ,证 明定 理 6.13. 证 明 在 每 点 xeE29Q， 
局 识 闻 函数 存在 , CEIR AFOB E, Rp r= |r e| 
wo O i a ea SY MEN WADA; (参看 ML, 3)). 
6.4. WERE 6.25 BPE. ROR R RARIOR, Viz 
Ina" D yu +b Du=0 
是 具有 C7(Q) RH O PARMAR. 对 toc, 设 v 二 v(x0) 表 
示 支 撑 平 面 的 单位 法 向 量 ( 从 4 指向 外 部 )。 假设 在 每 一 如 对 某 球 
B(x), ZÆ Bia) NQ h b-v>0, 那么 Lu=0 Dirichlet 问题 对 任意 
连续 边 值 在 C?*(Q) 1. 0° (2) 中 是 (唯一 ?可 解 的 . 
6.5. (2) MER B 被 代 之 以 任意 C 区 域 8, 证 明 引 理 6.21;( 见 习题 4.6). 
(bo) 推广 (a) 的 结果 到 人 允许 系数 六 对 某 VEO DME sup az *|b* (x) | 


<o 及 系数 co<0 局 部 有 办 
6.6. (a) 利用 习题 6.5 中 的 论证 来 构造 阅 函数 并 证 明 Dirichlet 问题 :在 
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6.7. 


6.8. 


6.9. 


6.10. 


中 Lu=f(c<0), 在 38 Lu=0 的 可 解 性 ， 其 中 工 在 0? KR Ap 
严格 椭圆, 并 满足 下 述 条 件 : 系数 a4 有 界 ; aM, b, e, FEC; 对 
FHBE CO, 1), supdy jo(a) | <oo R supdz"| f(z) | <, 

(b) 在 附加 的 假设 supal*|e(@)|<oo 之 下 推广 (a) 的 结果 到 边界 条 


件 : 在 24 上 4 一 0, 其 中 op 连续. 
如 果 是 0C%1(Lipschitz) 区 域 ,证 明 全 局 内 揪 不 等 式 (6.91), 这 个 结 
果 能 够 如 下 得 全 
(i》 证 明 存 在 仅 依赖 于 @ 的 常数 Ee Oo 中 的 每 一 对 点 2， y 能 用 
2 中 的 弧 yx, y 联接 ,其 长 度 Iva, y) | 满足 不 等 式 <K|x 一 yl. 
Gi) 证 明 对 仅 依赖 于 8 的 某 二 常数 pe FIL, WR dist(y, 22) <po, 
则 对 所 有 的 p<po, 存 在 一 点 XB,(Y), 使 得 Burn CQ, 
(ili) 利用 Q) 和 (让) 修改 引 理 6.34 的 证 明 以 建立 (6.91). 
设 {8 是 R 中 一 个 开 集 8 的 可 列 开 覆盖 . 如 果 或 者 (a) 有 者 且 
CN 或 者 (0)8, 有 界 且 QC, i=l, 2, -…, 证 明 存 在 单位 分 解 
{eh ,使 得 ECO (Og). 
设 由 (6. 了 1 了) 给 定 的 算 子 工 在 0? RROD RREN, E AH c<0,a%, 
b, c, fEC*(Q), 0<a<1, H veo) RA mm 处 99 的 单位 内 法 向 , 我 
们 记 
> {20E OQ | a (x9) ri (Ho) vy (ao) +0}, 
= {zp EON | RE (6.58) we IZ}. 
Xit p FE med, Us 上 的 有 界 连 续 函 数 .证 明 6.6 NS Bee 
在 Q 中 满足 lu=—f, Æ Zza 上 4 一 ?2 的 函数 VEC CO)nC 9U 223) 
的 存在 性 . (有 趣 的 是 ,注意 在 关于 二 及 3230 的 某 种 条 件 下 , 函数 4 是 
唯一 确定 的 ,例子 (6.54) 中 就 是 这 种 情况 ; JLLOR].) 
推导 关于 问题 6.9 的 下 述 极 大 值 原 理 . 设 工 和 Za 0A, Rive 
CD NCA- EE 2 中 满足 Leu>0, 如 果 c<0 或 者 在 0 一 228 
上 对 某 个 a”>0, 证 明 
supu <sup u, 


(注意 这 个 结果 本 身 不 足以 保证 问题 6.9 中 的 唯一 性 ，》 
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第 七 齐 
Sobolev 空间 


为 说 明 这 一 半 的 理论 的 动机 ， 我 们 现在 对 Poisson 方程 考虑 
一 种 不 同 于 第 四 草 的 方法 . 由 散 度 定 理 ( 式 QQ.3)) A dus ny 
人 Co) 解 对 所 有 的 p EC C(O) 满足 积分 恒等式 


(7.1) | Du: Dpda= -| _fpds, 
双 线 性 型 
《7 .2) (u, p) =| Du-Dpds 


是 空间 Ch(Q) 上 的 内 积 ， 而 且 ， 在 由 (7.2) 导出 的 度量 之 下 将 
OQ) 完备 化 得 到 的 空间 必然 是 一 个 Hilbert 空间 ， 我 们 称 它 为 


WHO). 此外, HELW S, 由 FO) = 一 | .jdz 所 定义 的 线性 


泛 函 可 以 扩张 成 W?(Q) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 因而 , 由 Riesz 表示 
定理 (定理 5.7) 知 存在 一 个 元 素 WEW8?(8),， 它 对 所 有 的 
pE, Bi Bu, p)=F(p). W ie Dirichlet 问题 如 一 户 
4=0 (在 00 E) 的 广义 解 的 存在 性 很 容易 地 就 被 证 明了 .。 这 样 、 
古典 的 存在 性 问题 就 变 成 在 适当 光滑 的 边界 条 件 下 广义 解 的 正则 
性 问题 了 在 下 一 章 中 ， 我 们 将 用 与 上 述 Ries 表示 定理 的 应 用 
相 类 似 的 方法 把 Lax-Milgram 定理 (定理 5.8) AF RIS 
性 椭圆 型 方程 ， 并 用 各 种 基于 积分 恒等式 的 论证 来 证 明正 则 性 的 
结果 .但 在 我 们 能 这 样 进行 之 前 先 需 要 考察 Sobolev 空间 类 ， 即 
空间 W%?(Q) 和 We? (Q), WEO E WEO 这 类 空间 中 的 一 
A, 我 们 讨论 的 某 些 不 等 式 对 第 I 部 分 拟 线 性 方程 理论 的 推导 
也 是 必需 的 . 
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7.1. PSA 
在 整个 这 一 章 中 O 总 表示 R* 中 一 个 有 办 区域. 所谓 人 上 的 
WM Re, BO 上 可 测 函 数 的 等 价 类 ， 它 们 仅 在 测度 为 0 的 子 
集 上 不 相等 . 因此 ， 任 何 关 于 可 测 廿 数 的 逐 点 性 质 应 理解 为 同一 
等 价 类 中 某 个 函数 在 通常 意义 下 成 立 的 性 质 . 最 后 ， 一 个 可 测 函 
数 的 上 确 界 和 下 确 界 应 理解 为 本 质 上 确 界 和 本 质 下 确 界 . 
对 pol, RHA PORRA 2 上 次 可 积 的 可 测 函 数组 成 
的 古典 Banach 空间 ，ZTP(O) 中 的 范 数 由 下 式 定义 
(7.8) jul zxa-=(f lulde)”. 
对 p=co, L*(Q) AH Q 上 有 界 函数 组 成 的 Banach 空间 , 其 范 
数 为 
(7.4) ul za) = sup | 


在 以 后 当 无 二 义 时 我 们 将 用 lul, ÆR lulo. 

在 讨论 积分 估计 时 , 我 们 需要 下 面 的 不 等 式 : 
Young AFA, 
(7.5) abx- 

p q 
此 式 对 正 实数 m b, 2 4(p, 9 满足 二 十 广 一 1 成 立 .在 p 一 9 一 2 
的 情形 , (7 .5) 通称 Cauchy KER. XER e, 用 erta RE a, 用 
6/96 代替 2 可 得 一 个 有 用 的 内 揪 不 等 式 
(7.6) gh SE 
p q 

<eaP+e bn, 


a 
3 


Holder 不 等 式 ， 


(7.7) f wode<ulalole 
此 式 对 函数 u ELO, ve L9(Q), = ant 成 立 , 并 且 是 Young 


不 等 式 的 一 个 推论 . 4 p=q=2 时 , Holder 不 等 式 化 为 熟知 的 
Schwarz 不 等 式 ， 从 Holder 不 等 式 可 推 知 表达 式 (7.3) 在 L) 
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中 定义 一 个 范 数 .下 面 提 一 下 Holder 不 等 式 的 某 些 其 他 简单 推 . 
论 : 

(7.8) [Q| ?ls < 2] ula, uL A), pg; 

(7.9) julas julle], we LQ), 

其 中 P<g<7 且 1/9= 和 AN/p+ (1 一 和 /7. 

合并 不 等 式 (7.6) 和 (7 9), BE L? 范 数 的 内 揪 人 不 等 式 , 即 
(7.10) julas elu] +e hely, 

1 1 1 1 
AP u=(5-3)/G-+). 

我 们 可 能 还 要 用 Holder 不 等 式 的 一 个 推广 ， 即 推广 到 和 o 个 
PB Ua, oe, Um 的 情形 , 这 m 个 函数 分 别 属于 空间 LY, ---, Ln, 
其 中 

Jia tat, 
Pı Pm 
用 归纳 的 证 法 , A m=2 BAR, 能 得 到 最 后 的 不 等 式 是 


(7.11) | tiar=-tim dv | 和 | 


EL 范 数 看 成 2 的 函数 去 研究 也 是 有 意义 的 。 对 于 2>0， 
记 
(7.12) ®,(u) (Br) luae)”, 
由 不 等 式 (7.8) 我 们 看 到 ， 对 固定 的 % DX pR, MEFR 
(7.9) 表 明 瑟 关于 2 是 对 数 凸 的 、 请 注意 , 对 于 pel, Du) 一 
Q| jul BRER D Kt p< ARH L? 范 数 推广 成 一 个 范 
% (AA a Ba, 它 仍 然 是 有 用 的 ( 见 第 8 章 ). 

在 此 ,我 们 还 要 指明 zz 空间 的 某 些 已 知 的 泛 函 分 析 性 质 ; ( 例 
如 看 Royden [RY])， 对 于 p<co, 空间 Lr(Q) 是 可 分 的 ,特别 地 ， 


COBEN MAF Sl. 假如 一 Ž+Ž=1 H p<, L?(Q) 


的 对 偶 空 间 就 与 Ze(@) 同 构 、 因 此 对 于 1<p<oo, LPO) BAK 
的 ， 我 们 常用 ER pH Holder AHR G, BR, VQOERE 
AA 
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(u, v) = fue da 
之 下 是 一 个 Hilbert 空间 . 


7.2. 正则 化 和 用 光滑 函数 逼近 

第 生 章 中 引进 的 空间 OC" (Q) 是 局 部 空间 .我 们 用 LE. (Q) K 
ANTE QA E p 次 可 积 的 可 测 函 数组 成 的 线性 空间 来 定义 Z(G) 
空间 的 局 部 类 似 物 . 虽然 它们 不 是 赋 范 空间 ， 但 Lek) 空 间 是 很 
容易 拓扑 化 的 .。 即 ， 知 一 个 序列 {um} MEP OC CE E PO) 
Fie eB u, 则 说 {un} 在 Lhe (O) 的 意义 下 收敛 到 u, 

& p FE OM (R A — TE 1 R Be, 在 单位 球 By (0) 之 外 为 0， 


并 且 满足 edz=~I、 这 种 函数 常 称 为 软化 子 (mollifier) ， 它 的 一 
个 典型 例子 是 由 下 式 给 出 的 函数 p， 


工 
,的 -| ) leisi, 
0, Iz|>1, 


其 中 。 选 得 使 [ode —1, 函数 的 图 象 具有 与 铃 相 类 似 的 样子 ， 


然后 , MY uC Lioe(Q) M ASO, u 的 正则 化 (用 表示) 由 下 面 的 卷 
积 定义 : 


(7.18) (a) =A] (EZO, 


Hp ize h<dist(w, 29). BR, 如果 h<dist(a, 20), MAE 
Q'CCA, ta BF C°O’). TH, 如 果 v 属于 (OQ), 则 对 任意 的 
h>0, uy Æ Co (R) p, 4 A MF OOM, He yt hp ((@—y) /h) 
趋向 于 在 点 2 的 Dirac delta 广义 函数 .正则 化 的 重要 特性 (CE 
我 们 现在 部 分 地 要 探究 的 ) 是 当 有 ->0 时 也 趋 向 于 的 意义 ， 粗 
糖 地 说 , 结果 是 ,车 v 在 一 个 局 部 空间 中 , Wy 按 这 空间 的 自然 拓 
扑通 近 vw, 

引 理 Y.L ucla). W u, EA- KRCA 中 一 臻 
KAR u, 
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证 明 RNA 
TOEA p(y 


l£—yi<A 
| pOu hz) dz (42 i X; 
因此 , 若 O'S CO H 2h<dist(O', AQ), W 


sup|u—ta|<sup{  p@) |u() -we 一 网 | 
<sup sup|u (z) —u(@— hz) P 
因为 4 在 集合 
By (O) = {z | aiste, avert 

上 是 一 致 连续 的 , Kw ED’ 上 一 致 趋 身 于 vv。 J 

在 引 理 7. 工 中 在 连续 地 在 OQ 上 变 成 0, 则 收 敏 可 在 整个 
人 上 一 致 、 更 一 般 地 ， 车 w€E0°《9), 我 们 可 以 定义 入 的 一 个 扩张 
u, HI O h =u, AFR ADD, wEO@Q, FENU 
在 如 上 的 正则 化 ) 当 A0 时 在 2 pA u, 

正则 化 的 过 程 也 能 用 于 允 近 Heolder 连续 函数 .特别 ， 帮 
uE, Kaxi, 则 
(7.14) [tn] ao S [U] a0 l 
其 中 Q"= B,C), 且 可 推出 当 A0 h, MFHT aKa 和 
ICCA, EO” (Q)V NBM T u BT uw. TÆ, H5 6.87 
下 一 节 的 引 理 ”.3, RITE OO) 函数 推出 逼近 结果 ; ( 见 
6.3 4), 

现在 转 到 Lf (Q) 空间 中 的 函数 的 允 近 . 

引 理 7.2 设 %ELB(O) (LO)), poo, Wi uw, Æ Lel) 
(LZ? (8) ) 的 意义 下 收敛 到 %. 

证 明 ”利用 Holder 不 等 式 , AC .13) 得 到 


los P © |wl@—he) |”dz, 
于 是 若 O'CCO B 2h<dist(Q’, 22), W 
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p 
p 


f, leledo<f 人 ol- 有 Pa 
-| pW | [u(æ— hz) |? de 


< | [wl do, 
BQ’) 
其 中 B,(Q") = {al dist(z, Q)<h}, MI 
(7.15) lur pecan Sell ceca, Q" = BQ’), 
现在 根据 基于 引 理 7.1 的 逼近 ， 可 以 完成 这 个 定理 的 证 明 . 选择 
e>O0 以 及 一 个 CO) 函数 w, HE 
ju— w] ronse, 
其 中 2” = B,,(Q') H. 2h'<dist(Q', 0. KBI 7.1, 对 于 充分 小 
的 A, 我 们 有 
| w — Wa] sep, < 8. 
把 估计 式 (7 .15) 用 于 差 % 一 w, 于 是 对 充分 小 的 <h 得 到 
[vw—unl raos < [we w | pecan tt [we wr] reat [im — Wall zocor 
< 28+ 必 一 好 | rp SE, 
因此 ,在 TA. (Q) 中, meu. Ra, swe LO) 的 结果 可 以 
通过 在 Q 外 将 必 延 拓 成 0, 并 应 用 LEARY 的 结果 来 得 到 . 1 


7.3. 能 导数 
Hutoa ARTA, a 是 任 一 多 重 指标 。 如 果 对 所 有 的 
PEON Q), UR 


(7.16) Í, pvdæ=(- 1) e| upep ada, 


RARE ABA Amo uW aR R. W o= Du, 
注意 Du 除 零 测 集 外 是 唯一 确定 的 . 因此 ， 包 含 弱 导数 的 逐 点 的 
关系 式 将 理解 为 几乎 处 处 成 立 ， 如 果 一 个 函数 的 所 有 一 阶 弱 导数 
均 存 在 , 则 说 这 函数 弱 可 微 , 如 果 它 所 有 的 直到 上 阶 且 包括 大 阶 的 
弱 导 数 都 存在 , MAXAR ERATE. RI W*(Q) 表示 由 大 
次 弱 可 微 函 数组 成 的 线性 空间 ， 显 然 Cx(2) C 太 *(2)， 因 此 ， 弱 
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导数 的 概念 是 古典 概念 的 推广 ， 它 保持 了 分 部 积分 公式 AR 
(7.16)) 的 有 效 性 . 

下 面 我 们 考虑 弱 可 微 函 数 的 某 些 基本 性 质 ， 头 一 个 引 理 令 述 
弱 导 数 和 软化 子 的 相互 作用 

3187.3 设 wE 及 (9)，a 是 一 个 多 重 指标 ,并 假定 Deu 存 
E. WA, 如 果 dist(z，3D) >h, 我 们 就 有 
(7.17) Dun (a) = (Dru), (2), 

证 明 ”在 积分 号 下 求 微分 , 我 们 得 到 


Den (a) =" | Do (259 u(y) dy 


~ (=D a | Dip (254 lula) oy 


-和 "| p(2-2)Dew@)dy M (7.16) 


= (Du),(@), J 

现在 ， 从 引 理 7.1, 7.3 和 定义 (7.16), 对 弱 导 数 可 自动 地 失 
则 一 个 基本 的 逼近 定理 , 其 明显 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 7.4 设 w 和 wv 在 Q 中 局 部 可 积 则 当 且 仅 当 存 在 一 个 
C” (O) 函数 序列 {m} 在 Dice (O) UC Be u TT wm 的 导数 DUn 在 
Lix (Q) FRU Bt Bl] v 时, v= Du, 

象 通 常情 形 那样 ， 弱 导数 的 这 个 等 价 的 特征 也 可 以 用 作 弱 导 

数 的 定义 ， 这 时 得 出 的 这 个 导数 ,常常 称 为 强 导 数 ， 因 此 定理 7 .4 
建立 了 弱 导 数 和 强 导 数 的 等 价 性 ， 通 过 定理 7.4, 古典 微 积 分 中 
许多 结果 可 以 简单 地 用 通 近 的 方法 推广 到 弱 导 数 。 特别 ， 我 们 有 
.来 积 公式 
(7.18) D (uv) =uDv-+vDu, 
上 式 对 所 有 使 得 w, uDo+vDu E Lio (Q) ku, EWO IR 
(37.4). TAR, iR yR 8 到 区 域 02CR" E, YECA, 
PEC, RHwew(Q), v=up, WEND, 并 且 通 
常 的 变量 替换 公式 可 用 , 即 
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(7.19) Dula) = Y Doly) 


Xt FILA BA eE, yEO, y=b(e) KILL BT .B). 

注意 到 下 述 事实 是 很 重要 的 ; 局 部 一 致 Lipschitz 连 续 函 数 
E FY BLA, 即 OCO CWE). Be C97 (Q) 中 的 函数 在 
4 中 任何 直线 段 上 都 是 绝对 连续 的 ， 就 推出 了 这 个 断言 ， 从 而 它 
的 偏 导 数 ( 它 几乎 处 处 存在 ) 满 足 (T.16), 因此 几乎 处 处 与 弱 导 数 
一 致 .通过 正则 化 ， 我 们 实际 上 可 以 证 明 一 个 函数 是 弱 可 微 的 当 
且 仅 当 它 等 价 于 一 个 函数 ， 这 函数 在 2 中 平行 于 坐标 轴 方 向 的 直 
线段 上 绝对 连续 且 其 偏 导数 局 部 可 积 ，( 见 习题 7.8)。 本 节 和 下 
节 中 讨论 的 弱 人 微分 法 的 基本 性 质 均 可 由 这 个 特征 另行 导出 . 


7.4. 链 式 法 则 

为 完成 弱 微 分 法 的 基本 计算 ， 现 在 考虑 链 式 法 则 的 一 个 简单 
类 型 . 

引 理 ?7.5 ESER), fELR 及 wEW1(Q)。， 则 复合 
PR Sou EWO) H. D( fou) =f" (wu) Du, 

证 明 设 Um ECCO), m=1, 2, ++, LEE {um}, {Dun} 在 
Lil) FS} WB) u, Du, FFL xt O'C CO, 我 们 有 


jo Uf Gm) Fw) |de<sup|f"| | lum —w/ da, 
当 m->co 时 ， 
| fF’ Cum) Dun —f' (u) Du|dæ<sup|f'] | | Dun —Dul de 


+ fy F Cm) =f (w) | | Duldz. 


{wm} 的 一 个 子 序列 , 我 们 重新 编号 后 仍 记 作 {um}, 必 在 Q 上 几乎 
处 处 收 伍 到 NF EE, {F Uy 也 在 Q' 上 几乎 处 处 收敛 
By (uw). IS Po PSO ET, HPS AAAS a OL 从 而 序列 
{S Um) h, AF Um) Dunbar Gi FF), fo) Du, 因此 Df (a) = 
fiu)Du, J 
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PR u AY IE BE A TB A PF Se 
ut =max{u, 0}, w` =min{u, 0}, 
BR usut &lul=ut—uw, MSHA 7.5, HAE R Re HY S 
HATEAN. l 
3187.6 设 vE 下 Te); Wut, w, jul EWO) H. 
Du, Au>o, 
0, #Aux<d, 
0, Aud, 
Du, Fu<d, 


Dut =| 


(7.20) Du-=| 


Du, #u>), 
Du) -| 0, 若 v% 一 0， 
— Du, Gu<0, 
证 明 对 s>0, 定义 
u3+ eue, 3 u>0, 
felu) -{ H co 
于 是 应 用 引 理 7.5, 对 任何 gE€06(8), RITS 


uDu 
| fe (u) Deda | ? e2) 1/2 da, 
且 当 令 s 一 0 时 , RIMES] 
| Dode= -| ， Dude, 


所 以 (7.20) 对 wt! BWER, RAF wm = — (—u)* 和 | =ut— u, 故 
Fie Ly A Bz). J 

引 理 47. 设 wEWTQ)， 则 在 w% 是 常数 的 任 一 集合 上 几乎 
处 处 有 Du=0, 

”证 明 ”不 失 一 般 性 , 我们 可 以 取 常 数 为 0. 定理 的 结论 立刻 可 

从 (7.20) 扒 出 , 因为 Du=Dut+Du-, J 

我 们 称 一 个 函数 起 分 片 光 背 的 ， 如 果 它 连续 并 有 分 片 连续 的 
一 阶 守 数 . 于 古 下 面 多 人 链 式 法 则 维 广 了 引 理 7.5 和 ”7.6. 

定理 7.8 设 f 是 RR 上 一 个 分 片 光滑 的 函数 , ELR). 那 
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4, MRvewW (OQ), RAMA foweW*(Q), WA, RL AAS 
WMS, 我 们 有 
(wDu， $ ugl, 


(7 21) D( fou) ~{ f CT 


证 明 通过 归纳 的 论证 方法 , 把 证 盟 化 为 一 个 角 点 的 情形 . 不 
AACE, ABATE. Si, foe OCR) ASL F2€ 
L°(R), MF usd, fi) =f u), 对 于 ww<0, fow=fm. WA 
F= fiut Hf), BX Ae TA S(|BE 7.5 和 7.6 推出， 下 

将 引 理 7.7 和 定理 7.8 结合 起 来 ， RINGS, BAR EW 
— 4 RE ED, WE (uw) =f" u), Wl Df) = hu) Du, 
这 种 形式 的 链 式 法 则 可 以 推广 到 Lipschitz 4 s Ay) f AU 
FEA) Du€ Lie (O H uE WO. KANA EH a E RTI 
已 用 过 的 多 得 多 的 测度 理论 ， 然 而 它 是 习题 7.8 中 给 出 的 弱 可 微 
次 数 的 特征 的 一 个 直接 推论 . 


7.5. W= 空间 
W=) 空间 是 Banach 空间 ， 它 们 在 某 种 意义 上 类 似 于 
Oee SE. EWO 空间 中 ， 连 续 可 微 性 被 弱 可 微 性 代 
$, 而 Holder 连续 性 被 p WARREN. MIF pe 1 和 非 负 整数 
k, 我们 设 
WW? (QO) = {ue W* Q); Duer, Ye <4}, 
空间 WO) RFE AR ERS. 范 数 由 下 式 引 进 : 


Ng | : 1/9 
《7 。 22, | u | mxo) = (| 之 ， | D'u | Pda ) . 
它 的 一 个 等 价 范 数 是 
(7.28) uliwa $; [Dra 


验证 WECO) 在 (7.22) 下 是 Banach 空间 的 工作 留 给 读者 (习题 
7.10), 

3) ~ 28 Banach 空间 Wo ?(Q) WAE WEC) 中 取 Cg) 的 
PALIT Aa. HAAR, BWP OOM WW?(62) 是 不 重合 的 ， 
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2 一 2 的 情形 是 特殊 的 ， 因 为 空间 Wea), WO) (有 时 记 作 
五 2)， 瑟 6402) 在 数量 积 


(7 .24) (u, oem] oy D*uD*v da 


之 下 是 Hilbert 空间 ，W*%?(Q) MWE (QO) 的 进一步 的 泛 函 分 析 
性 质 可 通过 考虑 它们 在 由 N^ LO) 构成 的 积 空 间 中 的 自然 柑 
入 而 推出 ， 其 中 W 是 满足 |a| < 的 多 重 指标 a 的 个 数 ， 利 用 可 
分 (FR) Banach 空间 的 有 限 乘 积 和 六子 空间 仍 是 可 分 〈 自 反 ) 的 
这 一 事实 [DS] , 我 们 因而 得 到 空间 W), WEO 1<p<co 
是 可 分 的 , Ht 1<p<co 是 自 反 的 . 

定理 7.8 的 链 式 法 则 也 可 推广 到 空间 WP) 和 Wyo), 
事实 上 , 作为 定理 7.8 的 一 个 推论 ,和 这 些 空间 的 定义 , 我 们 立刻 
知道 在 定理 7.8 的 叙述 中 W2(Q) 可 以 用 WP (Q) 代替， 如 果 还 有 
f(0) =0, 则 W2(Q) AT A WORRY. 

局 部 空间 WRO) 可 以 定义 为 对 所 有 的 Qcc2 都 属于 
WO) 的 函数 组 成 的 空间 ， 定 理 7.4 表明 , WKO 中 具有 紧 
支 集 的 函数 实际 上 属于 WEO). A, +?(Q) 中 的 在 2 上 连 
续 地 变 为 0 的 函数 也 属于 WO), 这 是 因为 它们 能 用 具有 紧 支 
集 的 函数 逼近 . 


7.6. REER 

由 引 理 7.2 和 ”.3 显 然 有 ， 若 4 属于 WV?(Q), Wo aw 
E lal <k WEIR a, 5 hT O 时 ,在 Zoo) 的 意义 下 Dur 
AT Du, HAX- ERK, 我 们 将 导出 一 个 全 局 的 通 近 结果 . 

定理 7.9 FZE CO” (2) NWO WO) pE. 

证 明 Q, j=l, 2, e, 种 入 人 入 全 全 的 于 区 域 ， 满 足 
QCC 以 及 UQ =Q, Fik h}, 7=0, 1, 2, +, 是 一 个 从 属 
FBR {Qj41 一 人 2;-1} 的 单位 分 解 ( 见 习题 6.8)，Q6 M A 被 规定 
ee 于 是 对 任意 的 wEW™ "We FH e>O, R NIBE ie Ay, 9=1, 

2, °°, WE 
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To 


hy dist (09,, Oj+1) > j>l, 
(7 .25) 


| (be) r, — be] wea si . 
记 w= (u)r AC .25) 48, 在任 一 给 定 的 CCCO 上， 只 有 有 
限 个 a AAO, Mie v= dey BF OCR). 而 且 

|e — Ul wo dir — Wel wee <e, J 

定理 7.9 表明 We? (OQ) wy LAI O° (Q) FEWER (7.22) @ FAS 
备 化 来 刻 划 . 在 许多 情形 中 这 是 一 个 方便 的 定义 . 

在 任意 QW WI, 在 定理 7.9 中 , 我 们 不 能 用 OP(O) 来 代替 
C™(Q), 然而 对 于 一 大 类 区 域 9, C°(Q) EW (Q) 中 是 稠密 的 ， 
比如 说 , 其 中 包括 具有 Lipschitz 连续 边界 的 区 域 . ARH, OQ 
满足 线段 条 件 ( 即 存在 68 的 一 个 局 部 有 限 开 覆盖 {和} 和 对 应 
的 向 量 y, 使 得 对 所 有 的 EQN U, tE, DA rtty EQ), 则 
0” (Q) gE WO) Hh BR CHL CADI). 


7.7. KAEH 

ERPAT, RNAS A M A R E A E A YE 
质 之 间 以 及 和 它们 的 导数 的 可 积 性 质 之 闻 的 关系 ， 在 这 方面 最 简 
单 的 结果 之 一 是 一 个 灾 量 的 弱 可 微 函 数 必定 绝对 连续 ， 在 本 市 中 
我 们 对 Wy?(8) 中 的 函数 证 明 熟 知 的 Sobolev RFR. 

定理 7.10 


LODO), <n, 
AOSI 0, p 
O° (8), pon, 
WE, 存在 一 个 常数 C= C(n, p), HAMA uE WO), 
lul np /en—p) SE] Du ip pn, 


7.26 
(7.26) suplu| <O|2| 1*2] Dug pon, 
Q 


证 明 我们 先 对 OCO) 函数 证 明 估 计 式 (7.26). Mo= 1 fy 
情形 开始 .显然 , 对 任何 wE O38) 和 任何 L<it<n, 


juc) |" | Dude, 
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Hr 
(T.27) lule) ev (TT | | Diu | da; ) 


现在 逐次 将 (7 .27) 对 每 个 变量 n, $==1，2,…, n RED, 然后， 
每 次 积分 后 应 用 mw 一 pi 二 … 一 pm 一 m 一 1 的 推广 的 Halder 不 等 式 
(7.11), 因而 得 到 


[wl cn »<(L ,Dulas) 


‘(nn~—1) 


(7 .28) a 
Th. 


WIR ESRCT.26) 对 p= ATE ED, A EREIN E 
过 在 估计 式 (7.28) 中 用 |w| Rw 来 得 到 .用 这 各 方法， 对 
F y>1, 由 Holder 不 等 式 得 到 

|lu? lna- <- f [ul] Du |do 


<l Paul 


现在 对 p<n, 我 们 可 选 Y 满足 


yn _(y-p _ (n-1)p 
和 一 二 p—i Bo y= n—p 
由 此 得 到 所 需要 的 


| u| np/(n~p) <= | Duj Pe 


将 下 节 的 不 等 式 (7.34)( 取 9 一 o0, w=) 5 (7.87) He REI 
就 立即 得 到 p> 的 情形 ， 我 们 在 这 里 插 进 一 个 基于 p1 情形 的 
另外 的 证 明 . 

对 pon, RITE 

i= 
并 且 假 定 19| =I， 于 是 得 到 
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jur flws] typ, n= 
HE [20] mwy [wl Ga) 
<i” 因为 191= 

我 们 用 &’(v=1, 2, …) 去 替代 Yo 其 中 


rn 


P 


于 是 得 到 filv <8 aa, v=1, 2, 


从 v= 开始 达 代 (反复 用 这 不 等 式 ), 并 且 用 (7.28), 对 任何 > 便 
得 到 


A =P 
nm—1’ 多 力 一 二? 


3 


lZ] =z, 
出 此 根据 习题 7.1， 当 vw->oc 时 , 得 到 
supu<z, 
Rwy sup | %| < 7l Duly. 
为 去 掉 [8|=1 的 限制 , RIE ETK., y= |A| n. Aa 
需要 的 


s <% | Q| 1-1/7] Du 
uplu| <4 Q|] Dul, 


为 了 把 估计 式 (7.26) 推广 到 任意 uEWE? (O), 我 们 设 (un) 
ET CQ) BARF EEWO) 中 趋 于 w。 应 用 估计 
式 (7.26) 到 差 wm 一 wn, 上 , 我们 看 到 {um} 当 p<n 时 是 LA) 

中 的 一 个 Cauchy 序列 , 当 p>n 时 是 O°(Q) th hy Cauchy 序列 . 从 
而 极限 函数 属于 它 需 要 属于 的 空间 且 满足 (7 .26). 了 

附注 ” 当 p<n 时 满足 (7.26) 的 最 好 的 常数 曾 由 Rodomich 计 
算 过 , WIRO], EASA IBL], (TA, 他 证 明了 


( nE nJ) ) > _1/p 
27 (n/p L (n+1—n/p) ? 


(y= 22D ). 


NN 一作 


O= 


NE 


. 157° 


当 2= 工 时 ,上 面 的 数 化 成 熟知 的 等 周 常 数 wm (og) 0", 
我 们 说 一 个 Banach 空间 By 连续 地 嵌入 一 个 Banach 空间 
Bo GE: Bre Bo), 如果 存在 一 个 有 界 ， 线 性 ,一 对 一 的 上 映射. 
BiP: WE, €87.10 可 以 表示 成 ， 若 D<m WWerQ- 
LDO, Æ p>n, MWE (DCO. 重复 定理 7.10 的 结 
果 次 ,我 们 可 以 将 它 推广 到 空间 Wer), 
推论 7.11 
Lm (O), ko<n, 
WED om By. O<m<h— = 
佑 计 式 (7.26) 和 它们 对 空间 WECO 的 推广 还 表明 Wee) 
的 一 个 与 (7 .22) 等 价 的 范 数 可 以 由 下 式 定义 : 


(7 .29) ju] pona T (f a. =, | D'u! edo)”, 


一 般 说 来 , 在 推论 7.11 中 , W3C) 不 能 用 W*?”(Q) RRE. 
然而 ,对 一 大 类 区 域 2 还 是 可 以 做 这 种 代替 的 . 其 中 包括 ,比如 说 ， 
”具有 Lipschitz 连续 边界 的 区 域 (见习 题 7.11 和 ”.12)。 更 一 般 
地 , 车 QQ 满足 一 致 内 部 锥 条 件 《 即 存在 一 个 固定 的 锥 及 Ko, 使 得 每 
点 wzE89 是 一 个 与 Ko 全 等 的 锥 Ko(@) COMTI), BAA HK 
入 

IOA),  kp<n, 
(7.30) WEO) or (Q), 0<m<k— > 
其 中 OF(Q) = {ue ce" (Q) |DuEe LQ), [la| <m}. 和 用 定理 
7.10 的 证 明 方法 和 定理 7.9 的 论断 , (7.80) 的 证 明 可 以 化 为 对 于 
OQ) BRE E h=p=1 的 情形 ( 见 [AD1). 


7.8. 位 势 估 计 和 嵌入 定理 
使 用 某 种 位 势 估计 ,上 节 的 嵌入 结果 可 以 另外 导出 并 改善 . 设 
we (0, 1), 并 在 (8Q) 上 定义 算 子 , 
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(7.31) Vf) (a) =[|o—y inf yay. 


F. RZ LEA ae MW, FA (OQ) 映 到 它 自身 中 ， 这 一 事 
实 可 以 作为 下 面 引 理 的 一 个 附带 推论 而 得 到 ， 首 先 ,在 (7.31) 中 
令 f 二 1, 我 们 看 到 
(7.82) V 1<u toi], 
央 为 , 选 忌 >0 使 得 Qj = |Brla) | =R". ABA 
| 1z 一 yY | n(u—1) dyx fa | o— y| nu-I) dy 
= oR = tw") lA, 
引 理 7.12 对 任何 满足 
(7.33) 0<6=8(9, q) =p qg <u, 1<q<oo 
的 0, 算 子 广 连续 地 把 LORD LO) H. m H, E f EO, 
(7.34) Wafi (8) oo], 
证 明 2 re 1 使 得 
g i=1+g +:~—p =1—6, l 
于 是 由 它 推出 h(z 一 9) 一 ,2 一 y|"* 了 了 EL (Q), Hh (7.32) 4B 
(18 
w—-o 
现在 , EAR P” PRA Young 不 等 式 的 通常 证 明 , 可 导 得 估 
计 式 47.34)， 写 出 
hl f| I hey yea) f 
.我们 可 以 用 Holder 不 等 式 (7.11) 来 估计 


P| eD a) (| xo-Way) 


Af If Cy) Pay} ， 


所 以 (Vafla<sap| {r(e—y)dy fl 


Al .< 


vt he t 


1—é 
) alo, 


i1i—i/p 


_ 入 NI-6 | 
<È) orafi y 
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在 此 我 们 提 一 下 引 理 7.12 可 以 在 下 述 意 义 下 加 强 ， 即 假定 
p> <u, 则 天 连续 地 把 LO) BRA LO) 中 .其 证 明知 要 
Hardy 和 和 Littlewood 的 一 个 熟知 的 不 等 式 ( 见 HEL]. 然而 ,对 
我 们 这 里 的 目的 来 讲 引 理 7.12 BERT. HRY p>u ht, V 
连续 地 把 L?(@) 映 入 ZL”(Q) 中 . 现在 我 们 考察 中 间 情 形 p=, 

3138 7.13 BwFERPQHA g=Vinf. WERT n M 
p 的 常数 C1 和 Oa 使 得 


(7.35) forg] <00], p'=p/(p-1). 
证 明 从 引 理 7.12, 对 任何 9 之 p 得 到 


lg las gi on a 


于 是 | lglao<erwreg*lo2llzl 
因此 对 g>p-1, 
|g" da<p'q (onp'al FIZ) 121. 
从 而 p 
Caf) e 
erian (28 Zo) epr M~ [四 . 


假定 OF >e00, 7’, 这 右边 的 级 数 就 收 全 因而 由 单调 收敛 定理 称 
(7.8) 可 得 所 要 的 估计 式 (7.35)。 了】 
下 面 的 引 理 阐明 弱 导 数 和 上 述 类 型 的 位 势 之 间 的 关系 . 
31387.14 设 wEW41(9), 则 


(7.36) ua) =- f, (oe — Aer gDay dy 几乎 处 处 于 O, 


证 明 Bi oro JEE Q ‘i Use AO, 那么 ,对 任何 
满足 | co | =1 的 o, 
uls) = -| Du (o+rw)dr, 
关于 ww 积分 ,我 们 得 
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uls) = -AP Dus+ rw) dr dow 
_ 1 (a — y) Duly) 
-去 \a—y|* dy, 
面 从 引 理 7.12 和 OD E WEO HA n HEH (7.36), 1 
注意 , FASS PB BSS Bh (7.16), IF CoC) KARI Newton 位 
ARAN, BS (2.17), 可 从 公式 (7 .386) 推 出 ， 对 wwEW5 (8), 我 
们 还 得 到 
(7.37) ju] <4 Vin Dul. 
run 


将 引 理 7.12 和 不 等 式 (7.37) 结合 起 来 ， 我 们 立即 可 得 到 嵌入 
WEOL), Heh pigen, 这 差不多 就 是 定理 7.10 
的 结论 。 实 际 上 , 对 本 书 的 目的 来 诉 这 个 较 弱 的 说 法 已 足够 了 . 
但 将 引 理 7.13 和 (7.87) 结合 起 来 , 我们 还 可 得 到 一 个 pn 情形 
下 的 较 强 的 结果 , 它 通过 下 面 定理 表达 . 

E715 设 wEJfl"(9)， 则 存在 仅 依 赖 于 wm 的 常数 Cu 和 
Ca, 使 得 


aa f exp ai)” 20a, 


附注 估计 式 〈7.37) 容易 推广 到 高 阶 弱 导数 ， 于 是 对 
uE Wo (2) 得 到 


1 
(7 .39) ul SE Tno 


而 且 利 用 引 理 7.13, 我 们 有 定理 7.15 的 一 个 推广 , 即 存 在 仅 依 赖 
F n Fi kah O W Oa, 使 得 如 果 wEWo?(8),m=hp， 则 


jul NP- 
(7 .40) | exp( 一 一 Or Duy) daxl 2} , 


pon 情形 下 的 Sobolev KAERA LORN FIS BK I a. 
引 理 了 .16 OQ BAW, 且 wEW™% (09), 刚 


T.A) [u uol <T a 18791" Dua) lay 


几乎 处 处 于 Q, 


2181- 


Vin| D'u], 


1 — 
其 中 p= aT) ata d=Q 的 直径 ， 


证 明 ” 按 定理 7.9, REX ve COQ’ 4D eRe. F 
是 对 z, YEQ, RNA 
jg 


_ —#\ _ 4 一 多 
uls) —uly) = | Duletro)dr, œw yaa" 
HE Q 上 关于 y 积分, 我们 得 到 
[Ql (u(y) —up) = 一 f dyf 四 人 " Du(s+rojdr, 


、 ua |， ZE 人， 

记 V (2) = lo sO 

这 样 我 们 有 | 
ZORA <5 call | Gtr) ar 


“sar. | wale V (+10) p+ dp diodr 


a” i V (s+ro)dwar 
Jwl=1 


g nO | 0 
d” 1i_n 
ar )qle-yl1Dw@) lay. 3 
现在 我 们 可 以 证 明 Morrey WRATH. 
定理 7.17 设 wEW4?(Q), p>n, Mucor), HH y=1 


—n/p, 而且 , 对 任何 球 B= Bpr, 
(7.42) oscu<OR7| Dul,, 


其 中 O=OC(n, p). 

WIB PSR (T.41) A O=B, q=, p=n™ 时 的 (7.34) 
结合 起 来 , 我 们 有 

|w(z) —up|<O(n, p) RY! Dull, 几乎 处 处 于 2B. 

于 是 因为 

ICSACOID- u(x) — ur] + uly) —up| 

<20 (n, p)R’| Dull, 几乎 处 处 于 QNB, 

wo Ewa. J 
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结合 定型 7.10 和 7 了 7.17, MP uCWo?(Q) Al p> BN A fh 


(T.43) lulo y <O + (diam Q)7]| Dul. 
进而 , 定理 7?.10, 7.15, 7.17 的 结果 可 以 概括 成 下 图 
LAD (0), p<n, 
Z 
We? (Q)>L?(Q), p=exp(|t,”"*?)—-1, p=n, 
OO), h=1——, pn, 
其 中 Le (Q) 表示 带 有 上 面 定义 的 函数 9 的 Orlioz 空间 ， (Ze (9) 
的 更 明确 的 定 2 义 见 [TR2].) 
对 于 本 书 中 许多 先 验 估计 的 推导 ,只 要 用 被 称 为 Poincaré 


不 寺 式 的 Sobolev 不 等 式 的 较 弱 形式 就 够 了 .从 引 理 7.12 和 
7.14, 对 于 wEW4?(Q), 1<p<co, RITA 


in, 
(7.44) (uis (> 121) Dul 
而 从 引 理 7.12 和 7.16, we Wt? (Q) ALT KIM OQ, RNA 
(7.45) ju—rg| <(—@2_) d"] Dul, d=diamQ 
45 lv 一 wols( re) ) | Dul, d=diam Q, 


7.9. Morrey 和 John-Nirenberg 估计 
为 了 证 明 属 于 Morrey 的 (定理 7.19) 以 及 属于 John 和 
Nirenberg 的 (定理 7.21) 有 用 的 戏 入 结果 ,我们 现在 着 手 考虑 另 
一 类 空间 工 的 位 势 算 子 广 。， Be HT ERRA S R TMO), 
Lxpmoo, WAR FETE TH K, 使 得 对 所 有 的 球 Be, A 


(7.46) | flde< KR), 

于 是 我 们 把 满足 (7.46) 的 常数 及 的 下 确 界定 义 为 范 数 I luro. 
易 见 LOMO), IO =M*(Q), L*(Q) -M~(Q). 我 们 不 
HABENT V, MEE MWO 空间 上 的 行为 ， 而 限于 考虑 
PL WE ST. 
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引 理 9.18 fE, 8=p <p, M 
(7.47) |V F| <T (diam Dref yea) 几乎 处 处 于 Q 


人 一 仿 
证 明 在 4 外 将 大 延 拓 为 0， 并 记 
v (p) = IF (9) | dy, 


Bo) 


于 是 
IVS O dy, p= leyl 


d 
— | eX Dy!" (odp, d=diam Q 
0 


d 
= ay (d) +01 — u) | oe ev (pe) dp 


Sap POOR h (7.48). ] 
现在 下 面 的 定理 推广 了 定理 7.17. 
定理 7.19 设 wEW+*+(Q), 并 假定 存在 正常 数 K,ala<1)， 
使 得 对 所 有 的 球 Beco, 有 


(7.48) { ~ | Dulde<K RM, 
Muca), 并 且 对 任意 球 Bsc， 
(7.49) ose UuxOK RF, 


Hp C=C(n, a), 如 果 对 某 个 区 域 OCR, O=-ONRi={eeE 
Q|2, > 0} 以 及 (7.48) 对 所 有 的 球 BnC6 均 成 立 WA uE 
O° (09) 0) 3H (7.49) SERA BOR Beci 均 成 立 . 

将 引 理 7.16 和 引 理 7.18 结合 起 来 就 得 到 定理 ?7.19， 作 为 
引 理 7.18 的 一 个 进一步 的 推论 , 我 们 有 

3387.20 FEM (2) (p> DER g=V.S, wp-t， 则 存 
在 仅 依赖 于 ”和 2 的 常数 cl 和 cs 使 得 


(7.50) | sxp( 和 da< c (diam Q)", 
其 中 K = jf luro. 


. T64- 


证 明 对 任意 9 之 1, 写 


| D — y | n(w—1) = | o— y (u/q—iyn/a | o— ao I mi-t/gu/qtu—t) 


由 Holder 不 等 式 我 们 有 
Lg@) |< Vural FI ,df |). 
FA S| HE 7.18, 


V atusa IF| < A Pt ， d = diam (2 
<(p—l)qarim kK, 
又 由 引 理 了 .12， 
| Va |flaz<poos VP" Q|] Fla 


TA 
| lg|?de<p(p— Do tang? d K" 
Q 
<po{(p—1igK} d, p=p/(p—1). 
从 而 N | | N 1 m m 
1 g|” <a! os (2) 2 
LÈ mal (a K)” de< p On p2 Ci m! 


<cod" FF (p—le<a, 
A N>, TERIA (7.50) .了 
然后 结合 引 理 7.16 和 7.20, 我 们 得 到 
定理 ?3.21 设 vE 开 9)， 其 中 吕 是 凸 的 ， 并 假定 存在 一 
个 常数 五 ,使 得 对 所 有 的 球 Bpr, 


(7.51) | Dulae< KR. 
则 存在 仅 依 赖 于 的 正常 数 jo 和 CC, 使 得 
(7 52) | exp( ju—ua| )do<O (diam 9)", 


HP u= pol 2| (diam Q)-", 


7.10. BEER 
tk Zi 是 一 个 Banach 空间 ， 它 连续 地 时 入 一 个 Banach 空间 
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Bo WERARF I, Zo: 是 紧 的 ， 即 如 果 Z PRA ROR 
在 Bo 中 是 准 紧 的 , WA: RAAF, WHS Wo?) 证 明 
Kondrachov 紧 性 定理 ， 

ET. (i) 车 p<n， 则 对 任何 9<mnp/ n-p), Z W 
We? (Q) RRA SS LO, GDE p>n, 则 空间 Wor) RRA 
(Q), 

证 明 ”部 分 (让 是 Morrey 定理 (定理 7.17) 和 关于 等 度 连 续 
SAY Arzela 定理 的 推论 . 因此 我 们 把 注意 力 集中 于 部 分 G), 
并 且 一 开始 对 g=1 的 情形 证 明 它 ， 设 和 44 是 W8?(8) 中 的 一 个 有 
界 集 ， 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假定 4CO3(8), 并 设 对 所 有 的 w€ A, 
有 zjlwyzosdl， 对 4&>0 我 们 定义 A,={u,|uEA}, Hep uy, Æ u 
的 正则 化 ( 兄 公式 (7.18)). 于 是 推出 集合 4 LQ) FEER 
K, BRAE uca, 我 们 有 


Jno) | <) ,p00 |u(w—ha) |de<sup plus, 


BIR Due) <| Do) |u(@e—ha) |de<sup| Del fea, 


所 以 A 是 C0(2) 的 一 个 有 界 、 等 度 连续 的 子 集 , 因此 由 Arzeja 定 
理 知 A, OOO HER, 由 此 在 O PRR. Ak, 我 们 对 
Fuca 可 以 作 估计 


le ~la) |<] plu) —u(w— he) | a 


<| ,pl®) | [Ds — rw) |dr dz, o=- 
因此 对 e PARTEA 
f lu) -mo) lda<h f | Dulda<n, 
HE n ZE LO 中 一 致 丙 近 于 w( 相 对 于 4)。 因 为 我 们 在 上 面 已 
指出 AEO 中 对 所 有 的 4>0 是 全 有 界 的 . 由 这 推出 44 在 


To2) 中 也 是 全 有 界 的 , 因而 是 准 紧 的 ， 这样, = 工 的 情形 就 证 完 
了 ， 为 推广 这 结果 到 任意 的 9 过 np/ n-p), 我 们 用 习 .9) 估 计 


- 166 > 


_ 1 i 1 
jux lullu Ratai) 


< fuli (Ol Dul) >, 根据 定理 7.10. 
HWE (O) 中 的 有 界 集 对 于 >11 必 在 LQ) PER, FEB 
证 . J | 
定理 7.22 的 一 个 简单 推广 表明 , 嵌入 
ZTO), io<m 1< Tp 
Wo ?(Q) 
Non (D), O<m<k—— 


是 紧 的 , 并 且 对 某 个 2, WO? OQ) 可 以 用 Wr) eA; 见 [AD]. 


7.11. 差 商 

在 偏 微分 方程 中 ， 函 数 的 弱 的 或 古典 的 可 微 性 锁 可 通过 它们 
的 差 商 的 考察 而 推出 来 . 设 v 是 民 " RO 上 的 一 个 项 数 ,e $ 
示 在 作 方 向 的 单位 你 标 向 量 ， 与 第 6 章 中 一 梓 ， 我 们 用 下 式 定 义 
方 回 & 上 的 差 商 


(7.58) Sula) = Lula) — eet he) Tute), h#0, 
下 面 的 基本 引 理 是 关于 Sobolev 空间 中 函数 的 差 商 的 . 
引 理 7.23 BeucCw**(Q), 则 对 任何 满足 h<dist( 人 2', 30) 
的 QCcQ, 有 4AwE4(0'), TA 
|| Mw raos || Dell cca, 
证 明 RH- FREE uC NAWA. BA 
fule) = uithe — uls) 


h , 
=+ f Dula, "**, Di~ls até, Tits "t vn) aE, 
-于 是 由 Holder 不 等 式 ， 
h 
| d'u (a) < 天 | | Du (oO HAE, Visa, e+e, Vn) |? AE, 


= 187 + 


1 aode<| | 
因此 “| 14ulpaz< 于 | | | | Desi? ded <| | Dal? de, 


通过 用 定理 7.9 WO GREEK, BEAT HED BI WY? (OQ) 中 
AUER a. F 

318 7.24 we ue LQ), l<p<co, 并 假定 存在 一 个 常数 
K, tE 43 Pt Aw A>O 和 满足 h<dist (Q’, 0Q) 的 ACCA, 
A AE DO") K |Full SK. W F Be Du 存在 并 满足 
| Dyu | ask , 

证 明 由 Z2(2D) 中 的 有 界 集 的 弱 紧 性 〈 习 题 5.4) 知 , 存在 一 
个 趋向 于 0 的 序列 志和 一 个 适合 < 天 ay WR VE LQ), 
对 所 有 的 p © Co (Q) 满足 


Rm 
RZ u dr 一 > f mw da, 
这 时 对 hm 二 dist (supp, 02), 我 们 有 
Í, plmuds 一 一 | o Ud mg de 一 > 一 f uDip da, 


因此 f pv dae = -| udp da, 
因而 v=Dw. 1 


评注 

tj Sobolev 空间 有 关 的 材料 读者 可 参阅 书 [AD], [FR], 
[MYS] 和 [N 双 .我 们 按照 习惯 把 这 章 中 的 空间 则 作 Sobolev 空 
H, 虽然 各 种 弱 可 微 函 数 空间 的 概念 在 Sobolev 的 工作 [S01] 之 
前 就 已 有 人 用 过 (关于 这 点 可 参看 [MY11 和 LMY5]). 软化 或 正则 
化 的 方法 出 现在 Friedrich 的 工作 中 [FD1]. 稠密 性 定理 (定理 
7.9), 是 属于 Mayers 和 Serrin 的 [MS], Sobolev 不 等 式 (定理 
7.8) 本质 上 是 Sobolev 证 明 的 [SL1, 2]; 对 p< 的 情形 , 我 们 采 
用 了 Nirenberg 的 证 明 [ENI3]，Holder 估计 (定理 7.17 和 7.19) 
是 由 Morrey 导出 的 [MY1]. 定理 7.21 是 属于 Jobn 和 
Nirenberg AY [IN]; 我 们 的 证 明 取 自 [TR2], 该 文中 也 有 定理 7.15 
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中 的 估计 ， 紧 至 性 结果 CEM 7.22), p=2 的 情形 是 属于 Rellich 
的 [RD], 一般 情形 是 属于 Kondrachov 的 [KN]. 


T.i. 


7.2. 


7.3. 


T4. 


7.5. 


7.6. 


T. 


7.8. 


7.9. 
7.10. 
@.11. 


7.12. 把 
7.13. 


习 题 


E QFE R 中 的 一 个 有 界 区 域 .如 果 4 是 中 上 的 一 个 可 测 函 数 使 得 对 
某 些 PER, |ujPe LQ), 我 们 定义 
| 1 p 1P 
D00) =| | ol dz | . 
证 明 : G) lim &,(u)=sup|a|; 
Gi) lm @®,(u) =inf) ul; 


Gi) lim Bo) ~exp| a ,loglulas|. 
TERR Be u FER ER 2 中 是 弱 可 微 的 当 且 仅 当 它 在 4 中 每 点 的 一 
个 邻 域 中 是 弱 可 微 的 ， 
iza, 8 BER, u 是 区 域 4 上 一 个 局 部 可 积 国 数 . 证 明 : eas 
导数 Dtiu, D" (D'u), D? (Du) 之 一 存在 , 则 它们 全 都 存在 并 且 在 Q 
二 几乎 处 处 相等 ， 
导出 乘积 公式 (7 .18).( 提 示 : 首先 考虑 &E WCQ) ve CQ) RT). 
导出 公式 性 .19) 
设 吕 是 只 "中 一 个 包含 原点 的 区 域 。 证 明 : 假如 +a<=n, M E 
y (x)= |s| A ER y FW"), 
& Qs 只" hA. ERA u ECO 当 且 仅 当 “是 具有 局 部 
有 界 弱 导数 的 弱 可 微 国 数 ， 
设 吕 是 R 中 一 个 区 域 ,. 证 明 函 数 & 在 2 中 弱 可 微 当 且 仅 当 它 等 价 于 
一 个 功 数 2 在 4 中 几乎 所 有 的 平行 于 坐标 办 的 线 用 上 绝对 连续 , AL 
其 全 导数 { 可 推出 它 在 台中 几乎 处 处 存在 ) 在 包 中 局 部 可 积 (而 [MY5]， 
p.66)， 从 这 个 特性 导出 弱 微 分 法 的 乘积 公式 和 和 链 式 法 则 . 
证 明和 范 数 (7.22) 和 C7.23) 是 WW?( 人 D2) 上 的 等 价 范 数 ， 
TE SH fa) TV?(09) 在 荡 数 《7.22) 或 (7.23) 之 下 是 完 刍 的 
“OF: R 中 一 个 立方 休 ， 试 通过 修改 定理 7.10 的 证 明 来 证 明 
JAP AO PD) , Dan, 
NIL? (OQ) NCA, p>n, 
问题 7.11 的 结果 堆 广 到 具有 边界 OD € Co 的 区 域 Q, 
从 定理 7.19 EH VS ERR, Big ue WiO), 29 EC}, 
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Wt? (22) 


并 假设 存在 正常 数 EK, ala<1), 使 得 对 所 有 的 球 BaCR", 有 
f, | Duļdr<K Rita, 
mj u €0>*(Q)R 
[wo; o<CK, 
H C=C(n, a, Q), 
7.14. 设 介 是 一 个 有 界 区 域 ,使 得 内 入 
WH? SIO), 1<p<co 
RA. 试 证 明 柳 入 
WP (OQ) (0) 
对 任何 9<2” 是 紧 的 . 
7.15. ZA Æ R" 中 一 个 区 域 . 4E ICG) 的 全 变 差 由 下 式 定义 : 
| zu 一 sup {| wdivv}v ECKA), |v] <1}, 
试 证 明 有 限 全 变 差 函 数 空间 BV (9) 在 范 数 
lularo= lulat | [Du 


”之 下 是 一 个 Banach 空间 ,并 且 厂 21+(9) 是 它 的 一 个 团子 空间 . 
7.16. 设 we B7 (9)。 试 通过 将 w 正则 化 和 适当 修改 定理 7.9 的 证 明 来 证 
BERERA {un} COCO) N WELO), 使 得 在 LA) 中 Uw>ts 并 且 
| pu | 1Dul. 
7.17. 设 介 是 一 个 有 界 区 域 ,使 Sobolev RA 
Wh1(Q) > LV/-2(Q) 
RY, 试 证 明 也 有 
BV (9) 一 Iron(9)， 
TIERA 
BV (Q)—>1#(Q) 
NEM @<n/(n—-) BRN, 
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第 八重 
广义 解 和 正则 性 


本 全 在 对 系数 作 比 较 弱 的 光滑 性 假定 之 下 讨论 主 部 为 散 度 形 
式 的 线性 覃 圆 型 算 子 .我们 考虑 具有 下 列 形式 的 算 子 L 
(8.1) Ta=D,(a" (Œ) Dut o (a) u) +i (e) Dut+d(a)u, 
假定 它 的 系数 a”, Oc! dG, g=1, =, n) RR OCR 上 的 可 
Vp, 一 个 具有 一 般 形 式 (3.1) WAT L, 如 果 它 的 主 系 数 a” 
是 可 微 的 , 就 可 以 写成 (8.1) 的 形式 .于 是 这 里 展开 的 Hilbert 2 
闻 方 法 可 以 看 成 给 第 六 章 坦 供 了 另 一 种 存在 性 理论 .用 一 方面 ， 
车 在 (8.1) 中 , AR a” 和 六 是 可 征 的 而 函数 EC Oo) , 则 工 可 以 
写成 一 般 形 式 (3.1), 因而 第 六 革 的 理论 可 以 应 用 于 它 。 然 而 散 
度 形式 有 下 述 优 点 , 即 算 子 上 可 以 对 于 比 03(Q) 更 广泛 的 一 些 函 
数 类 有 定义 .确实 ,者 我 们 假定 函数 % 仅仅 是 弱 可 微 的 , 并 且 假 定 
a a Dut bu, iDutdu, i=1, =, nA aeRO RN, 那么， 如 
RATA TEAR o COCO), 有 


(8.2) Q (u, v) =| {ar Du+ bu) Dw (e Du+ du) v}de 


=0 (<0, >0), 
RIRU EBGA LELTE Q 中 分 别 满足 Lu 一 0( 关 0 <0), 
假如 工 的 系数 局 部 可 积 ， 从 散 度 定理 (2.3) 可 推出 ,一 个 函数 
u€ C?(Q) EE LP Lu=0(>0, <0) 必然 也 在 广义 意义 
下 满足 这 些 关 系 式 。 而 且 , FRA a”, 2 具有 局 部 可 积 的 导数 , 则 
— AST SLA u EO? (Q) 也 是 一 个 古典 解 . 
KS, 9,¢=1, =, 7 是 台中 的 局 部 可 积 函 数 ,那么 一 个 弱 可 
T PEAK UKE ARN EST KT FE 
(8.3) Iu=9+D,f' 
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在 Q 中 的 弱 的 或 广义 的 解 ,如果 
8.4) u, ov) =F (v) -| fiDw—gv) dz, Yo EOLA). 


象 上 面 那样 , RNAs, 8.3) 的 古典 解 也 是 广义 解 ， 并 且 当 工 的 
系数 充分 光滑 时 ,一 个 0?3(9) 广 义 解 也 是 古典 解 . 

我 们 的 计划 是 要 研究 方程 (8.3) 的 广义 Dirichlet 问题 . 这 个 
条 题 将 以 怎样 的 意义 自然 地 被 提出 取决 于 工 的 系数 .我 们 将 始 
KRE LEQ PR MEM, 即 存 在 一 个 正 数 入 , 使 得 
(8.5) a” (o) EEA E? VeEQ, EER", 
我 们 还 假定 (除非 另外 声明 ) 工 有 有 界 系 数 ; 即 对 某 常 数 4 和 ?> 关 0， 
HFE ICa, 有 
(8.6) Dla (a) |?< A?, 

AEC Cw) |? + Let) |?) +078] d (a) | <v?, 

但 是 我 们 指出 , 如 果 放 松 这 些 条 件 , 一 个 满意 的 理论 仍然 可 以 建立 
起 来 LTR 站 于 是 , 如果 一 个 属于 Sobolev 空间 WS? (O hy wa u 
是 方程 8.3) KW XE, pew, Hu-gpeWo?Q), BA 
RR u Æ t Dirichlet 问题 ， Tu=g+D,f', FAQ Lu=o 的 解 . 

出 现在 公式 (8.2 和 (8.43) 中 的 函数 2€05(Q) 常 称 为 检验 函 
数 . 注意 , 由 条 件 (8.6) 我 们 有 | 


8.7) [SC 2) |<] {la DaDo] + du D+ |e'eDes|+|duv| }dz 


<O|Ulwese || wee, 根据 Schwarz 不 等 式 . 
FA, SP BER we W727 (Q), 映射 oe Cw, v) HE Wo? (OQ) 上 的 
ARRERM, 从 而 关系 式 (8.2) 对 ocol 的 正确 性 蕴涵 闭 
(8.2) xf v EWT? (©) 的 正确 性 . 

从 (8.3) 的 存在 定理 的 观点 来 看 , 估计 式 (8.7) 也 是 很 重要 的 ， 
因为 它 表 明 算 子 二 通过 (8.2) 在 Hilbert 空间 WO, Wy? (Q) 
的 每 一 个 上 定义 了 一 个 有 和 界 双 线性 形式 .对 于 固定 的 EWY2(@)， 
令 Lul) 一 Rw v), vEWe? (Q), 可 以 将 Tu fe SHE Wo? (Q) 的 
My 5 23 Ie) PR — P08. 由 Riesz 表示 定理 , We?) 可 以 与 其 
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对 偶 恒 同 , 从 而 算 子 工 诱导 出 一 个 映射 WE? W, TER. 
我 们 不 久 将 要 证 明 的 那样 , 方程 (8.3) 的 Dirichlet 问题 的 可 解 性 
容易 化 成 这 个 映射 的 可 逆 性 . 

上 上面 叙述 的 对 线性 Dirichlet 问题 的 另 一 种 方法 决 不 是 这 一 
音 仅 有 的 重要 贡献 . 在 8.6, 8.9 和 8.10 节 中 推导 的 逐 点 估计 对 
后 面 第 I 部 分 中 拟 线性 方程 理论 的 发 展 是 具有 决定 意义 的 . 为 
了 这 方面 应 用 的 目的 , 读者 只 需要 考虑 方程 (8.3) 的 OO) TFR 
上 解 且 在 (8.1) HR b =c=d=0,， 也 就 是 在 (8.6) 中 到 v=0 即 
Hy, 


8.1. 弱 极 大 值 原理 

古典 的 弱 极 大 值 原 理 (定理 3. 和 ,有 一 个 自然 的 推广 , 推广 到 
散 度 形式 的 算 子 ， 为 了 把 它 表 成 式 子 ， 我 们 需要 关于 Sobolev 空 
间 WEA 中 的 函数 在 边界 上 不 等 的 概念 . 即 , 如 果 uewe), 
它 的 正 部 wt 一 max{w, O} EWO, RNR u Æ 上 满足 
u<0， 如 果 w 在 60 的 一 个 邻 域 中 连续 , 那么 在 28 上 满足 u<0 
当 且 仅 当 这 不 等 式 (w<0) 在 古典 的 逐 点 意义 下 成 立 ， 在 68 上， 
其 他 的 不 等 式 可 以 自然 地 定义 ， 例如 ， 若 在 68 上 一 w<0, 则 说 
在 6Q2 上 ued; BE OQ 上 GE 克 452(029) 且 u—v<0, MHE Q 上 
UV; 


sup w= int {| 72 20 k u<k, KER}, infu=—sup(—n), 
2 30 GES) 


对 推论 3.2 中 的 古典 的 弱 极 大 值 原理 , ATI T 8.1) P u ay 
系数 非 正 这 个 条 件 . 在 (8.1) 中 对 应 的 量 是 .Di2 Tao, 但 因 导 数 
Db 不 一 定 作 为 一 个 函数 存在 ， 故 这 一 项 的 非 正 性 必须 解释 成 广 
义 的 , 也 就 是 说 , 我 们 假定 
(8.8) | (dv —b'Dw)dz<0 Yo>0, vEOLO). 


Ay 6 Fld 是 有 界 的 , 故 不 等 式 (8.8) 对 所 有 非 负 的 vE Wr O) 
将 仍然 成 立 . 
现在 我 们 可 以 叙述 下 面 的 弱 极 大 值 原理 . 
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定理 8.1 设 vEW™*(@9) 在 0 中 满足 人 >>0(<0)， 则 
(8.9) sup u<sup ut (inf u>int u`). 

证 明 ar uCWSRO), vEWT? CO), 我 人 有 wEWs*Q) mM 
Duy =vDut+uDv (习题 7. 入 .于 是 可 以 将 不 等 式 &Q(w v)<08 
成 形式 

| {a Dau Dv — (6' +c vDw} da< |, {d uv — b’ D; (uv) }da<0, 
此 式 对 所 有 满足 ww 之 0 的 o> (h (8.8))， 因 此 , 由 系数 的 
界 (8.6), 我 们 有 
(8.10) f a” DuDw de SÀv | vlDuļde 
对 所 有 满足 ww 关 0 的 v> RA. Ebi 的 特殊 情形 下 ， 取 
v=max{u—l, 0}, 其 中 i~supw*， 即 可 得 证 .在 一 般 情形 下 ， 我 
们 选 满 足 1<%<supw, HHS v= (wu 一 +。 (车 不 存在 这 样 的 
,那么 我 们 的 证 明 就 已 完成 了 )。 由 链 式 法 则 (定理 7.8)， 我 们 
EWV OKR 

D -全 u>k (Bl v0), 
lo， w<% (B »=0). 
因此 从 (8.10) 我 们 得 到 
| a DwDw de<w | v| Do |dz, 
Q G 


H L yee HE (8.5), A 
| Dvj? de<» JolDolaz<rlolsl Dola, 


于 是 有 | Dufa<pljolfs, 
现在 对 n>3 应 用 Sobolev FÆR CEM 7.10), 得 到 
lo lanm- SO hv] <O | supp v|*/"| vl] enna, 
其 中 C=C(n, v), 于 是 
|supp v|=C-", 


E w= 2 的 情形 , 把 2n/(n—2) 换 成 任何 一 个 大 于 2 的 数 ， 也 可 以 
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从 Sobolev 不 等 式 得 到 一 个 同样 形式 的 不 等 式 , 其 中 O=O ln, v, 
121)， 因 为 这 些 不 等 式 不 依赖 于 8,， 故 当 BF supu 时 它们 也 
必然 成 立 , 也 就 是 说 , PRR u 必 在 一 个 正 测 度 的 集合 上 达到 它 在 2 
中 的 上 确 办 ; 因而 它 也 是 有 界 的 . 

为 完成 这 定理 的 证 明 , 我 们 固定 天 一 ? 并 设 V sup yo =supt 一 
!>0. 现在 我 们 在 (8.10) 中 (对 基 个 8s>0) ,用 函数 


一 人 
p= 


Vte-v 
KAIRE A 20， 于 是 每 浊 
a” DwDw 4 | Do] 
a (V +e— wv)’ dz< | Ve ae, 
V+e 1,2 
& Ws = log yr: y © We (Q), 
从 严格 椭圆 性 (8.5), 我 们 得 到 
| Du] de<» | | Dw, | dz, 
因此 [Dwa sr] a|, 
Sobolev 不 等 式 的 另 一 应 用 产生 出 下 述 不 等 式 ; 
loslassC， 
H O=0 (n, v, |2|). Alt, > e F 0, 可 推出 函数 
Wy = log o> 


在 4 中 可 积 。 但 这 样 一 来 , vo 只 能 在 一 个 零 测 集 上 等 于 这 , 这 与 
前 面 关 于 久 的 结论 三 盾 .1 

方程 (8.3) 的 广义 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 是 定理 8.1 的 直 
FEET. 

推论 8.2 BwucWi? OQ) ÆR h W E Lu=0, MÆ Q Hh 
w=0. 

关于 将 (8.8) 换 成 另外 的 条 件 , 读者 可 参看 习题 8.1; 也 可 看 
[ 工 RIT] 


8.2. Dirichlet 问题 的 可 解 性 
这 一 节 的 主要 目标 是 下 面 的 存在 性 结果 . 
定理 8.8 RAT LEAH 8.5), (8.6) 和 (8.8)， 则 对 
于 9p9EWY2(0Q) 和 PELCO, t=1, ++, n, FSX Dirichlet 问 
fl. Æ QQ Lu=g+D fi, E 2A 上 w=9 是 唯 一 可 解 的 . 
证 明 ”定理 8.3 可 以 作为 算 子 卫 的 Fredholm 二 择 一 性 质 
的 副 产 物 而 导出 ， 我 们 首先 将 Dirichlet 问题 化 为 零 边 值 的 情形 . 
令 w=u—p, M (8.3) 得 到 
Lw= Lu — Le 
=g—cDyp—dp+ D,(f'— a" Dp— b'o) 
= 94D, fr, 
从 我 们 施加 于 五 和 9 的 条 件 ， 显 然 有 9, FELO, t=1, e,n 
Ai wews?(Q), 因此 只 要 对 9 三 0 的 情形 证 明定 理 8.3 就 够 了 . 
我 们 记 A=W), 8= (g9, F, 0, FP), URN F 


CH, Flv) = -| (gv 一 fDiw)dv， 因 为 


| F (v) | <[g] a] 0] wc, 
于 是 有 EMH*， 若 由 《8.2) CPLHMAEEGHR S RAR SBE 
H 上 是 强迫 的 ， 我 们 就 能 从 定理 5.8 xe BPS LD 的 Dirichlet fj 
题 的 唯一 可 解 性 ， 与 的 强迫 性 有 关 的 是 下 面 的 引 理 . 
引 理 8.4 设 工 满足 条 件 (8.5) 和 (8.6). M 
(8.11) Ql, u) > 六 | | Dultde—av?| wan。 


证 明 &(w u) =| @DaDa+ (b'~c) uD —du®) dx 
由 Schwarz 不 等 式 
2 Ay 23_ 23 
>| (Du 5 | Dee |? — Av? \de 
-| | Du|*de— rs? | war, J 
2J0 Q 


对 ooER, MERR L.=lu—ou ELAT Le 由 引 理 8.4， 
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我 们 知道 如 果 o 充分 大 或 者 18| Ht), WL, 相关 联 的 双 线 
性 形式 se 是 强迫 的 ， 为 了 进一步 进行 下 去 , 我 们 用 


(8.12) Tula) = f w de, VER 


定义 一 个 嵌入 工 HH", 于 是 有 

引 理 8.5 MA IRZ, 

证 明 我 们 可 以 将 工 写 成 I 了 =I11s, 其 中 Ty, ADO) BA 
RMA, m Is, POA 由 (8.12) 给 出 . 由 紧 性 结果 (定理 
7.22), I RRM GF p=n=2, 也 是 这 样 ), HA, 因为 BRE 
和 连续 的 ,由 此 得 了 上 是 紧 的 . ] 

JEET, RINE oo, 使 名, Æ Hilbert 空间 A 上 是 有 界 
和 强迫 的 ， 于 是 对 YE 和 PCH", 方程 w= 等 价 于 方程 

Le ttoolu=f. 
由 定理 5.8, Lo 是 一 个 从 让 * 到 上 的 连续 的 ,一 对 一 的 映射 ， 
将 它 作 用 到 上 面 的 方程 上 去 , 就 得 到 等 价 的 方程 
(8.18) u+ooloilu=LziF, 
根据 引 理 8.5, BRAS T= —ools tl 是 紧 的 , 因此 由 Fredholm — 7 
一 性 质 * 定 理 5.3) 知 满足 方程 人 .13) 的 函数 vE 交 的 存在 性 是 方 
程 Luw 一 0 在 :中 的 平凡 解 的 唯一 性 的 推论 ， 这 样 ， 定 理 8.3 由 
外 一 性 结果 (推论 8.2) 推 出 . J 

从 定理 5.11 可 以 推出 算 子 工 的 谱 行 为 的 种 类 . 我们 用 
《8 .14) L*u= D(a" Dyu— clu) — ODat du 
MLV ARRL, Au, vE =Wo’?Q) FL, v) 
=l (w, u), AHEM L 也 是 工 在 Hilbert 空间 Z PHAR T. 
在 上 面 的 论证 中 用 上 RE L, 我 们 看 到 方程 Lu= 了 了 将 等 价 于 
Fi ut Goo) Le Iu 一 La 了 ,而 紧 映 射 2。= (Goo) Lol 的 共 
H TS h To= (oo) (D6) 了 给 出 .于 是 可 以 应 用 定理 5.11 得 
到 下 述 结果 . 

定理 8.6 KES 工 洪 足 条 件 (8.5) 和 (8.6)， 那 么 存在 一 个 
WA BWA ACK, Wi gogo &, Dirichlet fala. Lou, Lou=-g 


177° 


+D: fl, Æ 3 上 ww 一 gp, 对 任意 的 g, FELCO 和 gEW™%?(Q) 就 
是 唯一 可 解 的 , BH oE2, 则 齐 次 问题 Lou, Low 一 0, AQ 上 w=0 
的 解 的 子 空间 是 正 有 限 维 的 ， 并 且 问 题 Low=g 二 Dif', 在 6Q 上 
u=p 可 解 当 且 仅 当 


(8.15) | 0 98 Dip — d+ op) v— (f'— a" Dp—b'g) Dw}dr=—0 


对 所 有 满足 L520=0, OQ 上 w=0 的 bv 成立， 而 且 如 果 条 件 
(8.8) RL, 则 Sc (一 oo, 0). 

X oÈ, HG =-LO 给 出 的 算 子 G6: "一 RAL, 的 
Dirichlet 问题 的 Green 算 子 。 由 定理 5.8 知 G6 EA 上 的 有 办 
线性 算 子 .从 而 有 下 面 的 先 验 估计 . 

推论 8.7? 设 wEW™(Q) 满足 Lu=g 十 Df', FAQ bu=g, 
Rho? 则 存在 一 个 仅 依赖 于 工 ,，o 和 0 的 常数 C， 使 得 
(8.16) [el wa <O gl t+ gl wc0,). 

从 定理 8.6 推出 ， 若 在 条 件 (8.8) 中 用 一 REO, 则 定理 
8.3 保持 有 效 . 


8.3. 弱 解 的 可 微 性 

这 一 章 的 剩 下 部 分 大 都 致力 于 正则 性 的 研究 ， 在 这 一 节 中 我 
们 将 研究 方程 (8.3) 的 弱 解 的 高 阶 弱 导数 的 存在 性 .借助 于 下 面 
导出 的 可 微 性 结果 , 我 们 将 从 定理 8.3 推出 古典 Dirichlet 问题 的 
存在 定理 . 在 后 面 几 节 我 们 将 讨论 弱 解 的 逐 点 性 质 ， 诸 如 强 极 大 
值 原理 和 Holder 连续 性 .我 们 的 第 一 个 正则 性 结果 给 出 了 方程 
w= 了 的 弱 解 二 次 弱 可 微 的 条 件 . 

定理 8.8 设 wEW™?(Q) 是 方程 w=f 在 QQ 中 的 弱 解 ,其 中 
工 在 9 ERRAR, Ria”, bt, 7 二 4，…, mE OQ PB 
Lipschitz ZA, R% c, d,t=1,-- n 在 人 中 本 质 有 界 ， 而 
FEL OQ). WEAF RR O'CCO, RITA ucW?4(0), 以 及 
(8.17) | 20 ll wesc SO Chul maot IF lao), 
Hp C=O, a, K, d'), à h(8.5 H, 
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K=max{|a", bloom, let, dlro}, 

d' =dist(Q', 800). 
Ff Au FE Q 中 几乎 处 处 满足 方程 
(8.18) Lu=a"Dyu+ (Dja*+b' +e) Dut (Db'+d)u=f, 

证 明 从 积分 恒等式 全 .多 我 们 有 
(8.19) | a! DuDw de= f goda, WECO, 
Fk g EL (O) h FRA H: 
(8.20) g= (b'+05 Dut (Db +du— f. 
对 于 |24| <dist (suppv, 20), HA k, l<h<n, 我 们 用 %* 的 
差 商 4 = 水 2 RE o, TÆ 
| £ (a! Dy) Diw da= -| a! DauDd "wv da 
0 Q 


=— | gs oda, 
By A (a! Du) («)=a" (w-+-hey) £ Dyu (a)-+ Aa" (0) Du (2), FRA 
| a! (&+ hey) D,AuDv de = — | _(&-Do+ g4) da, 
HOH B= GF, o, 9) W =La Dyu, H (8.20) M3 7.23, 可 得 
佑 计 
| a! (æ+ hey) DyduDo de< (IE l2+ lols) [Del 


< (O(n) K | ul vost Ifa) | Della. 
为 继续 进行 ， 取 一 个 函数 nEO3(Q), 满足 nS, FH HS 
v= lu, FÆ, 用 (8.5) 和 Schwarz PER, 得 到 


af inDA'u|*da< | na (w+ her) Dud Dn da 
0 
= f a" (a + heg) D ¡Au (Dw — 2 人 op7 Dm) ada 
Dp 


< OW K lulmat IF la) 
x (|nDa’ull ot 2| uD | 2) 
+O (w) K |\nDA"ul ol 4’uDy| a, 
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于 是 (借助 于 Young 不 等 式 (7.6)) 利 用 引 理 7.23 推出 
[n4 Dula <0 (|e) mac + |F la+ | 4’uDn la) 
<O (Q +sup|Dn]) (fulmo IF la), 

H C=C (n, A, K). RERA n By OT RAEE ICE 
tn=i 而 | Dn|<2/d', Hep d'=dist(22, QN. K5 7.24, 对 
任何 QO' TCO FB) Duce W), 于 是 wwEW?(Q) 并 且 估 计 式 
(8.17) Rar. 最 后 , 我 们 有 Lue Li. (Q) 而 且 显 然 积分 等 式 (8.4) 
蕴涵 着 在 2 中 几乎 处 处 有 Lu=f. 1 

我 们 在 此 指出 , 在 估计 式 (8.17) 中 , Bul raco H AJ [ulao 
代替 (见习 题 8.2). 

对 形 如 
(8.21) Tu=a" (Œ) Dyut b (Œ) Dut+e(a)u=f 
的 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 ,下 述 一 般 的 存在 性 结果 现在 可 以 
从 定理 8.3 和 8.8 推出. 

定理 8.9 设 算 子 工 在 0 中 是 严格 椭圆 的 ， 并且 系 数 
a” E OXQ), b,cEL"(D),c<0. 则 对 任意 f EDXOR pE WHA), 
存在 一 个 唯一 的 函数 EW™3(O2) 由 Wise (Q) 在 Q 中 满足 =f 
Bu—pewo’@), 

如 果 我 们 只 假定 主 系 数 @ RF (O), 定理 8.9 对 充分 光 
滑 的 8 仍然 成 江 [CI5] 但 若 假 设 条 件 进 一 步 被 减弱 到 允许 不 
ERK a ECL, 那么 唯一 性 的 结论 将 被 破坏 ， 这 可 用 下 列 方 
程 说 明 . 


Wit _ _ _ n—1 
(8.22) +b BE 0, b 1+ Ton? 


MF a> 2QQ—-A)>2, 这 方程 有 两 个 解 由 (人 o) =1, w(x) = |e] 
CW?(B), 它们 在 OB 上 相等 , 其 中 B 是 单位 球 B (0). 

弱 解 的 进一步 可 微 性 容易 从 定理 8.8 的 证 明 中 推出 . 因为 , 假 
如 我 们 加 强 系数 的 光滑 性 条 件 , Beat, beot), é, dEC0ID)， 
以 及 fEW4?(Q)， 那 么 在 等 式 (8.19) 中, WPS, 1<h<n, 用 
Do 代替 ww 进行 分 部 积分 , 便 得 到 
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0<A<i, 


an 


ITUA i i 


(8 . 23) | a” DguDw da -| D,gvdx VvEOL ND), 


并 因为 EWis2(Q), 故 有 Dr9E Li). 因此 Deu E Wise (Q) . FA 
简单 的 归纳 证 法 , 能 得 到 下 面 的 定理 8.8 的 推广 . 

定理 8.10 设 wEW™*(Q) 是 方程 wf 在 0 中 的 弱 解 ,其 
POE QE eA, Beat, EO), 系数 0', de 
C10), MAS EW (Q), k>1, WHEAT KROITA, 
RPA we W2 (a') 及 
(8.24) juf wassa SO (ul wont |F| weacay) » 
其 中 O=0(n, i, K, d', $), 

K =max{la”, blons |e, djan}. 

利用 Sobolev KA EM EE 7.11), 现在 我 们 从 定理 8.10 
得 到 

推论 8. 坊 ue Wt? (OQ) 是 严格 椭圆 型 方程 [wf 在 2 
中 的 弱 解 ， 假 设 函 数 c5， Oe d, 了 属于 Cr、 那么 也 有 
uE Co2) . 


8.4. 全 局 正则 性 

在 关于 边界 62 的 适当 光滑 性 条 件 下 ， 前 面 的 内 部 正则 性 结 
时 可 以 扩充 到 整个 @Q 上. 我 们 首先 导出 类 似 于 定理 8.8 的 全 局 
性 定理 . 

定理 8.12 REH 8.8 的 假设 条 件 外 ， 我 们 再 假设 : 0Q 是 
C’ 类 的 , 并 设 存在 一 个 函数 pe W* 99) 使 得 w 一 pEW (Q). 那 
AthA uE W?) 以 及 
(8.25) [ulw <E Clu] amt IS lot plm), 

其 中 C=C, à, K, 20). 

证 明 用 wg 代替 ww, 我 们 看 出 ， 如 果 假 定 p=, Am 
wuSWa*(0Q2), 那 并 不 失去 一 般 性 ， 由 引 理 8.4 还 能 得 到 估计 
(8.26) [eh wa EO ([Ulle+ [Fie 
其 中 C=CG a, K). AA IRCO, 故 对 每 点 oI, 存在 一 
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TER B= Bao) 和 一 个 从 B 到 开 集 DCR 上 的 一 对 一 的 映射 网 使 
得 PBNA) CRE={vER"|a,>0}, P(B NIA) Cc ORY K HWE 
CCD) CO? (D), B Bp(w) CCB, #8 Bt = Bp (ao) NQ, D' = 
(Bp(ao)), Dt= (Bt), ERA Y F, Bt 中 的 方程 Zu= 了 变换 
成 D* 中 的 同样 形式 的 方程 ( 见 第 94 页 )。 对 变换 后 的 方程 , 销 数 
a, K 可 以 用 映射 出 和 原来 方程 的 入 , K 的 值 来 估计 ， 而 且 , 因为 
weWo7(Q), 故 变换 后 的 解 =u E WD 并 且 对 所 有 的 
nECOD') HE nv We? D+. 因此 现在 不 妨 假 定 %EW (D1?) 
在 D+ 中 满足 Lu=f, 并 且 对 任何 mEO3(D”), 有 mEW8 WD"). 
于 是 ， 对 | 及 | 二 dist (suppn, 9D) 和 .1<h<n 一 14, 我 们 有 ”hw€ 
Wo? Dt), 从 而 定理 8.8 的 证 明 适 用 ， 并 且 可 以 断定 只 要 4 或 
jen, WER p<RA Due CHB, NA). MHI SH 
Dau 可 以 由 方程 (8.18) 直接 估计 .因此 通过 上 映射 WEC 回 到 
原来 的 区 域 9, 我 们 就 得 到 vvE 克 ”inO)， 因为 zo 是 20 的 
任意 点 并 由 定理 8.8 知 El), 故 能 推断 vE 帮 ”0) .最 后 ， 
选择 有 限 个 点 xz 中 E630, 使 得 球 B®) 覆盖 20, 我 们 从 (8.17) 
和 (8.26) 得 到 估计 式 (8.25)，] 

假如 1<h<n 一 1, 注意 条 件 uEW”(D*), que Wg? D+), 
7E03(D+) HAMS nDe Wr? (Dt). B, HSI 7.23 我 们 有 
nde Wo? (D+), 并 且 对 充分 小 的 h, 

| Ae wao < | ML owe el waso, 

根据 定理 5.12， 存 在 一 个 序列 {nd} E Hilbert 空间 Wo" (D*) 
HAKA. 显然 , 这 个 序列 的 极限 是 函数 ID. 于 是 方程 lef 
的 解 的 进一步 全 局 正则 性 可 以 用 从 定理 8.8 得 到 定理 8.10 的 同 
样 方法 推出 ; 因此 有 定理 8.10 和 定理 8.11 的 以 下 推广 

定理 8.13 除 定理 8.9 的 假设 条 件 之 外 我 们 再 假设 26E 
O+, 并且 存在 一 个 函数 pgEW™%3(Q) 使 得 wu 一 pEW8 a). D 
A, RITHE uc Wa) AR 
(8.27) [ulw <O (|| racy tf lsat olw), 
H O=0 (n, A, K, k, 00). 若 函 数 o bt, c, d, fA p RT 
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O”(Q), H 39 是 Cr 28H, NN u RFC"). 

将 定理 8.3 和 8.13 结 合 起 来 ， 就 得 到 方程 (8.21) 的 古典 
Dirichlet 问题 的 一 个 存在 定理 ， 它 在 前 面 第 6 章 中 已 得 到 过 ( 见 
定理 6.14 和 6.19) . 

定理 8.14 KAT L (h (8.21) 给 出 ) 在 Q@ 中 是 严格 机 贺 
的 ， 并 且 有 0”(0) 系数 , 在 Q 中 cs 和 0， 那 么 , 如 果 AQEC™, WM 
Dirichlet 问题 Lu=f, 在 2Q 上 vw%=p 对 于 任意 的 户 p E07 (Q) V 
存在 唯一 解 wEC” (0). 

第 6 章 的 存在 定理 现在 可 以 从 定理 8.14 通过 逼近 方法 得 到 . 
当然 , 我 们 仍然 需要 第 6 章 的 先 验 估计 以 保证 逼近 解 的 收敛 性 . 


8.5. 弱 解 的 全 局 有 界 性 

在 这 里 我 们 要 导出 说 明 方程 (8.3) 的 在 22 LAR WFQ) 
解 的 全 局 有 界 性 结果 .所 用 的 检验 函数 技巧 的 一 个 有 趣 的 特征 
是 : 与 其 说 它们 依赖 于 算 子 二 的 线性 性 质 ， 还 不 如 说 它们 依赖 于 
L 所 满足 的 一 个 非 线 性 结构 。 为 了 说 得 更 清楚 , 我 们 把 48.3) 写成 
如 下 形式 : 
(8.28) D,At(2, u, Du) + Be, u, Du) 一 0， 
其 中 ,对 于 (%, z, p) €EQXRXR’, 
A‘ (a, z, p) =a" (a) p+ b (æ)z— fF (e), 
Bia, 2, p =e (@) p+d(@)z— g(a), 
如 果 一 个 弱 可 微 函 数 4 使 得 函数 A‘ (oe, u, Du) Ail BCe, u, Du) 局 
部 可 积 且 对 所 有 的 v 关 0，ECiGO) 有 
(8.30) (DwA'(a, u, Du) -ooB(e u, Du))do< (>, =)0, 


WW BR u ATi HE (8.28) FE QO HA Pe AE, 解 ). 
记 b= 0’, mrs b"), c= (c’, or) c"), f= (F, mers f>, FH Fil 
用 条 件 (8.5) 和 Schwarz ABR, 我 们 有 佑 计 


pA (a, z, p) > pl bl + Ifl), 
| B(x, z, p)|<jel|p{+[dz[+ gl, 


(8.29) 


(8.31) 
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全 此 就 说 方程 (8.3) 满 足 结构 不 等 式 (8.31). 为 了 我 们 下 面 的 目的 ， 
我 们 甚至 可 以 简化 这 些 不 等 式 的 形式 ， 对 某 个 有 S 
(8.82) z=|2|-+h, 

2 一 和 -2(|b|23 十 |el2 十 五 -3 下 3 十 和 (CC +h“ | 9)), 
于 是 ,对 任意 0<*<1， 有 E 


pA'(æ, 2, p) >A (ip|?—b2), 
(8.33) 


ZB, z, p)i<2(elpit+2F), 
我 们 现在 证 明 ， | 
定理 8.15 设 算 子 工 满足 条 件 (8. 想 ，(8.6)， 并 且 假 定 对 某 
个 g>n, H FELO), i=l, =, n, GELV7Q), 那么, 如果” 
是 方程 (8.3) 在 2 中 的 一 个 32(9) 下 解 (上 解 ), 在 92 上 满足 
u<0(>0), 我 们 就 有 | | 
(8.34) supu<C(|w*|a+h) (sup(—u) <O (lu |a+h)), 


其 中 k=A-*(flet+I gles), CHC, v, g, 121). 

证 明 假定 是 (8.8) 的 一 个 下 解 . 对 B>1 入 >b, 我 们 
这 样 定义 一 个 函数 HEC, o); X zE [h, NI, eHO 一 2 一 
8, 对 >> 和 取石 为 线性 函数 。 RAS wHut=u' +k, HER 
分 不 等 式 (8.30) 中 取 


(8.85) v—G(w) ={"| AG) Ads 


由 链 式 法 则 (定理 7.8) Blo ZE (8.30) 中 是 一 个 合法 的 检验 函数 ， 
将 它 代入 (8.30) 并 利用 结构 不 等 式 (8.38), 便 有 


| | Dw | 7G (w)de<| ( OG (w) w* +4 G (w) |B(a, u, Du)| )da 
<ef a'w) | Daw |? de 
十 (1 十 Iyf ze (ww? da, 


因为 GO<sG' 全 并 且 当 o 一 GO)>0 时 Zu 一 Duo. 所 以 , 取 s 一 互 ， 
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就 得 到 

| G! (w) | Dwl? de<6 | 5G! (uyu? de, 
H (8.35), JE BY 

| DH (w) *de<6{ B| H'(w)w|*de, 


因为 A iw) ECW? (2), HOA A Sobolev 不 等 式 (7 .26) 和 Holder 
不 等 式 来 得 到 


| H (w) | 2a ca—a) <a( (| b (H' (w) w) taa) 


<O Jb 5/3] E (ev) w | 09 am, 

Ht th Hf n>2, Aan, 2B<g, 而 对 n>2,， C=C (M, H n—2, 
C=C (2, |2). BR, 假如 在 (8.32) 中 包含 f 和 yg 的 项 为 0, 那 
么 结构 不 等 式 和 上 面 的 估计 对 =0 PRR, FARR P BB 
PELE, 便 得 到 | 

(8.36) |H (w) lana- SO | wH" (w) | oa/ca—ay, 

其 中 C=O v, |Q)), YESA, RHMZ 互 的 定义 并 且 在 
估计 式 (8.86) HS Noo, 于 是 得 出 ， 对 任何 L> 包含 关系 
w E [76/0-2) (Q) 强 涵 更 强 的 包含 关系 WEL2%G2(Q)， ii AS 
gq 一 2q/ (4—2), x= f(qg—2)/qh—-2) >1, 就 得 到 

(8.37) fw l exw < (OCB) YS | wll age. 

于 是 反复 使 用 估计 式 (8.37) 就 得 到 所 要 结果 . 即 通 过 归纳 法 , 我 们 
可 以 假定 ZE NO. BK B=x",m 一 0, 1, 2,…, 于 是 由 


(8.37), 有 
A—1 | 
[wheres Ul 0M” Jule 
N-1 N-1 
CPx“ | whe, o= 2x”, T= bmg" 
<O | wigs, 


Hi C=C(n, v, g, |2|). & Noo, 我们 得 
supw<C jw |gs, 
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sup w<C| wis. 


H w=ut h fy ae BRE PEAT (8.34), 对 于 上 解 的 结果 ， 
用 —u RE u RI. J 
上 面 的 L 范 数 的 迭代 技巧 是 由 Moser 引进 的 [MJI]. 定理 
8.15 的 证 明 也 可 通过 选 其 他 检验 函数 来 实现 ( 见 [LU 和 或 [ST 多 ). 
现在 我 们 假设 在 定理 8.15 的 叙述 中 ， 将 在 32 上 w<0 的 假 
设 推广 为 :在 28 k, HERTHA, u< FRA Lu) = Lu 
-L= Lul (Db +d), FAR =k+0-*|1| blat dla) IR k, zE 
理 的 结论 将 对 函数 & 一 ! 成 立 . 亦 即 , (8.3) 的 下 解 (上 解 )& 将 满足 
估计 
(8.38) sapu<O (|uļa+k+ |11) Sup(—u)<C (lula tk 111)), 


和 前 面 一 样 ， 其 中 k= (i fle+ gla), C=C(n, v, q, (2|). 4f 
Hil, Æ u E, WM (8.38) X u| R. 
下 面 我 们 打算 为 supu 导出 一 个 不 依赖 于 lule 的 估计 ， 亦 即 


一 个 推广 了 弱 极 大 值 原理 (定理 8.1) 的 先 验 的 界 . 假如 二 是 一 对 
一 的 , 从 估计 式 4(8.16) 知 , 对 (8.3) BORE, ul: 可 以 有 不 依赖 于 
的 界 . 例如 , 车 (3.8) 成 立 , 则 情形 就 是 这 样 . 通过 弱 极 大 值 原理 和 
存在 定理 (定理 8.3), 这 个 界 可 以 推广 到 下 解 . 因为 ， 如 果 4 入 是 
(8.3) 的 一 个 下 解 且 (8.8) 成 立 , 那么 可 以 定义 一 个 函数 v, 它 是 广 
& Dirichlet 问题 Lv=g 十 Df',， OQ E v=u 的 解 。 由 定理 8.1 
知 在 台中 wu<v, BAM |w*l,<|w|。， 因 而 对 (8.3) 的 下 和 解 w 有 估 
计 
sup u<supur 十 CC6， 

其 中 是 一 个 不 依赖 于 ww 的 常数 .可 是 ,我 们 现在 证 明 这 个 结果 
可 以 从 非 线性 结构 不 等 式 (8.31) 导出 而 不 必用 线性 存在 性 理论 ， 
而 且 常 数 C 由 估计 式 48.34) 中 同样 的 那些 量 所 确定 . 

定理 8.16 RAT LERI (8.5), (8.6) 和 (8.8), FH. 
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KE RE XT FFE gn, FELO), i=1, wees M gE LV*(Q), 那么 ， 
BOR u 是 方程 48.3) 的 一 个 WA 下 解 ( 上 解 ), 就 有 

(8.39) sup u<supu +Ch (sup (~v) <supu +C&), 

Rp k=A flt [gia i C=O, v, g, J21). 

证 明 设 % 是 (8.3) 的 一 个 下 解 。 由 假设 (8.8), l=supu* 是 
一 个 上 解 ， 因 此 不 失 一 般 性 可 以 假定 i 三 0.。 象 在 定理 8.1 的 证 明 
中 那样 进行 ,对 Wo? (O) h AAW E ww<0 的 非 负 的 2， 就 有 
(8.40) | (a? DuDw 一 G+) Den) da<| (fi Dw — gv) dx. 

弱 不 等 式 (8.40) 显 然 满足 一 个 结构 条 件 (8.31), 在 其 中 b'=d=0 
而 e 换 成 b+Te@、 REk>0, HS M—suput, 然后 在 (8.40) 中 选 
检验 函数 
?一 wine" (9), 
利用 (8.31), 得 到 
Af | Du* | 20z 1 f ( lb+elut| Dut | 


(M+h— uty? S M+k (M+k—u*) 
utig] | AR de 
+H ur) OM +I ut)? ° 
从 而 ,根据 & 的 定义 , 我们 有 
| Dut |? dx |b+e| | Dut | 
o (M+k— Brott (M+ — ut) 
其 中 C=0C(81). 现在 定义 
w= log HF Er 
于 是 由 Schwarz 不 等 式 得 到 
| |Dw|?de<o(1+a-*| |b-+0|%dz ) 
<C(v, |Q]), 
因此 , 由 Sobolev WE (7.26), 
(8.41) lwla sC (n, v, |2|). 
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REV whee (8.3) 的 方程 的 下 解 ， 定 理 即 得 证 ， 设 
nC Cy(Q) FQ PRE SO, mu 之 0, 我 们 在 (8.40) 中 代入 检验 函 
数 


y = 7 
(M+k—ut)’ 
于 是 得 到 
| (a DwDm+na DwD w — (b+ nDwdaæ 


<J, (mi a") +e : a), 


因此 
| as Daw Den—(b'-+6*) nDyw) ds +A on | Dw |? da 
| fi 2 f ‘Diy 
<f (gh a) nt a as fe 
+ 了 | 7|Dw|? dz, 
从 而 有 
(8.42) | (ai DDm— (b+ nD de 


<Í (gn +f ‘Dm) da, 


其 中 9==|g|/% 十 |f1?/2X8, fi=f'/(M+kh—ut), MABR Ilan 
<2, | 则 :< 和 AX， 所 以 可 应 用 定理 8.15 而 得 到 
supw<C(1+|wis), C=O(m, v, q, Q|) 
<O, 由 (8.41)， 

因此 ，( 用 十 如 /8 二 C， 从 这 里 推出 所 要 的 估计 (8.39). 对 上 解 的 
结果 ,用 一 & teu E, J 

定理 8.16 可 以 看 成 古典 先 验 估计 (定理 3.7) 的 广义 形式 . 我 
们 注意 , 若 在 条 件 (8.8) 中 , 用 一 ce’ 替换 8, 结果 仍然 有 效 ( 见 定理 
9.7). MA, ERK RASH, RHO, OMG 的 有 界 性 可 
以 用 条 件 PEZ2 2 4Q@)，9>m RARE, 
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8.6. 弱 解 的 局 部 性 质 ” 

现在 我 们 把 注意 力 从 全 局 行为 转 到 局 部 行为 。 我 们 给 (8.31) 
Al (8.33) 加 上 一 个 附加 的 结构 不 等 式 , BD 
(8.43) |A (a, z, p)|</al|p|+|bz|+ |fI, 
Ef ate) Rae a a], zxE0Q2， 用 和 常数 入 /2 去除 方程 (8.3)， 
就 能 假定 在 结构 不 等 式 中 入 ==2.、 在 这 假定 下 把 这 些 不 等 式 集中 
起 来 , 因而 对 任何 O<e<l, F 

A(z, z, p)|<|al|p|+2(6)*%z, 

(8.44) p'À (z, z, p) > |p'?—62?, 


[EB (a, z, p)| <8 |p]? +— bs, 


其 中 > 和 2 是 由 入 =2 时 的 (8.32) 定 义 的 为 了 局 部 结果 的 推导 ， 

我 们 定义 量 k, 

(8.45) b =k (R) =A (ifla tR” | gia), 

Hh R>0, 6 一 1 一 mn/9， 我 们 将 建立 一 个 与 定理 8.15 类 似 的 局 
定理 8.17 KAT CMM HE (8.5), 8.6), 并 设 对 某 个 

qo>n, FELCO), t=1, =, n, gEL(Q), BA, WR uiri 

(8.3) Æ 2 PI WO) TE CEM), EATER Bory) CQ 

和 wp 之 1, 便 有 

(8.46) Sup u< O (R? ut | rrenan tk (BZ) ) 


(sup (—u) SO (R iu] pea ER))), 


Hp C=C(n, A/dA, vR, 9, ©. 
在 我 们 的 弱 解 的 局 部 性 质 的 推导 中 以 及 其 后 的 非 线 性 理论 的 
推导 中 ,决定 性 的 结果 是 以 下 关于 上 解 的 弱 Harnack RAEI, 
定理 38.18 BILT Lie RaelF (8.5) .6， 并 假定 对 某 个 
gon, fiEL(Q), gELe*(Q), BBA, WE uw 7 FE (8 3) FE Q 中 
的 一 个 VC(Q) BE, ETE PR Barly) CQ FEN, HFE L< 
p<n/(n—2), ， 则 


(8.47) RP u" teemaan SO (inf uth (R), 
HrpC=C(n, A/A, rR, 47, p). | 

以 后 我 们 对 任何 及, 将 简写 Bey) =Br, 而 将 中 心 y 省 略 . 对 
于 定理 8.17 中 以 是 一 个 有 界 、 非 负 下 解 的 情形 ， 联 合 证 明定 理 
8.17 和 定理 8.18 是 很 方便 的 . 然后 定理 8.17 的 完全 的 结果 可 
以 通过 改变 所 背 的 检验 函数 来 得 到 .这 个 想法 的 本 质 已 在 定理 
8.15 的 证 明 中 说 明 . 因此 留 给 读者 的 是 去 做 下 文中 我 们 的 证 明 
的 必要 的 推广 .概括 地 说 , 联合 证 明 的 方案 是 前 节 介 绍 的 Moser 的 
Ve RIE A John-Nirenberg 的 结果 (定理 7.21) 相 结 合 的 产物 . 
John-Nirenberg 的 结果 十 用 来 弥补 迭代 方案 中 一 个 重要 缺陷 的 ， 
检验 函数 还 是 用 寡 函 数 来 构造 ， 但 为 了 建立 定理 8.18， XERRI 
指数 必须 为 不 受 限 制 的 实数 ， 现 给 出 粗略 证 明 . 

一 开始 我 们 假定 及 =1 且 %>>0， 以 后 一 般 的 情形 可 通过 一 个 
简单 的 坐标 变换 s—s/R, Fik k T 0 而 得 到 , 对 B60 和 非 负 
By ECB), 我 们 定义 检验 函数 
(8.48) 0 一 ?1254 (u=u+k). 

由 链 式 法 则 和 乘积 法 则 , "在 (8.30) 中 是 一 个 合法 的 检验 函数 , 并 
HZS 

(8.49) Dy = 2n Dru! + Brus -t Du, 

于 是 代入 (8.30) 就 得 到 

(8.50) Æ | ie-1Du. A (a, u, Du) dy 


+2| nDn:Als, u, Dude 
一 | v PuPB (a, u, Du)dg 


<0 老 4 是 一 个 下 解 ， 
之 0 FF U te ENE. 
用 结构 不 等 式 (8.44), WET O<e<1, 我 们 能 估计 
Pua Du A(a, u, Du) >n u] Du]? —br usti 
|nDn-A(@, u, Du)u®|<|a|n|Dn|v | Du] +25*/y|Dy|ue*? 
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(8.51) <5 nus- Du 二 (IT 十 -一 [a |? ) | Do miert 4 Bia etl 


|n uB (a, u, Du) | < en -t| Du]? + 二 brutt, 
以 后 我 们 假定 , ME u 是 一 个 下 解 ， 则 ASO, 如 果 是 一 个 上 解 ， 
则 6<0. 选 s=min{1, |8|/4}, 于 是 从 (8.50) 和 (8.51) 得 到 
站 


| <101+ |81| Go? + + la|?) [Dn] aeae, 
由 此 我 们 有 
(8.52) | nus) Du | dæ 


<O(|B|) | Cr+ 1+ |a|® | Dn] Ede, 
其 中 , # |8| 有 正 下 界 , MOC) =10(|B|-!:+|B|-) 是 有 界 的 ， 
现在 , 引进 如 下 定义 的 函数 色 是 方便 的 : 
u P+ 若 B+#-—1, 
hog, A 8=-—1, 
令 y=B+1, 我 们 可 以 改写 (8.52) 为 
CUB) A] Gr? + a+lal3D] Drude, 
(8.53) f InDul? de< 若 B+ —1, 
° o | Git-+ (1+ al?) |Dn|) dz, 
车 B= 一 1. 
由 (8.53) 的 第 一 部 分 即 可 推导 所 要 的 和 迭代 过 程 ， 因 为 从 Sobolev 
不 等 式 (7 .26) 我 们 有 
[mwla <0] CrDwl?+ |wDn|?)da, 


其 中 锡 =n( 对 n>>2), 2<2 <q HO=C(A), FI Holder 不 等 式 
ATT), EXEPT AN T.10), FEE, 对 任何 e>0, 


f E Gr)? da< [B Jara bela cam 

< [b hae elmolzaa-s +e? | me] a), 
其 中 o=a/(q—f). Att, 代入 (8.53) 并 适当 选择 s， 即 得 
(8.54) |awlesa-a<Cly|A+!y19 i @t+ |Dn|) wa, 
其 中 C=CG A, v, q, 181) 当 18| 有 正 下 界 时 是 有 办 的 、 现在 
需要 更 精确 地 规定 截断 函数 7. 设 Ta W E LST, 并 
Æ Ba PS Fw 三 1, Æ Q-B, PS 1=0 而 |Dn|<2/@a—-71). W 
X 一 多 /( 介 一 2)， 于 是 从 (8.534) 得 


(8.55) [wlan <A Il | 


| 
WI LBa). 
Ta — Ti | 4 ra 


X r<4 A p#O, HERNIE 
(8.56) D(p, =(| lulrae) ”, 


由 习题 7.1, 我 们 有 
$ (20, r) =lim P(p, r)=supu, 
Po B, 


D(— o, r) = lim D(p, r) =infvų, 
从 不 等 式 (8.55) , MERT 


| a) \ 2/17! 
(xy, r) < (Zlati) Bly, Tə), A y>9,. 


Po — fi 
(8-57) C | 入 十 | Le) 2 17; 
P(Y, T2) < Arr) DY, 1), E Y<.. 


反复 应 用 这 些 不 等 式 妈 可 得 到 所 需要 的 估计 ， Blan, %5 u EA 
下 解 时 我 们 有 B>0 和 ?>1. Ah, Re>l, $ Y=Ym=x"p 称 
Tm=1+2-", m=0, 1,，…， 于 是 , 由 不 等 式 (38.57)， 
Bx"p, 1) < (Cz) 2477" Dp, 2) 
=OD(p, 2), O=0 (à, A, v, a, D). 
从 而 , & m>, 我 们 有 
(8.58) sapu <O |u] zem, 


mH, 用 变换 : s>s/R, A (8.46) 就 被 证 明了 .对 于 % 是 上 


» 1S2。 


解 的 情形 ， 即 当 B<0 Hy<1 时 ,我们 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 , 对 
任何 满足 O<po<p<x 的 p, Po, 
D(p, 2) OP( po, 3), 
D(— po 3)EOP(—%, 1), O=0O(f, A, g, P, Po). 
如 杂 我 们 能 证 明 对 某 个 po>0 有 
(8.60) Bm, D <CO(— p, 3), 
则 定理 8.18 的 结论 就 可 推出 . 

为 了 建立 (8.60), 我们 借助 佑 计 (8.53) 的 第 二 式 . 设 Bo, 是 任 
一 半径 为 27 的 球 , 它 落 在 B( 一 Bi(y)) 中 ,并 选 截断 函数 7， 便 在 
B, Hh n=1, Æ Q-—B, Ht y=0, 并 且 | Dn! <2/r, M(8.53), BH 
于 Holder 不 等 式 4 人 7 .7) ,于 和 是 得 到 


| 1/2 
(8.61) | | Dw: de x0r”? (| | Dw |? de) 
B, B, 


(8.59) 


<Cr*-1, O=C(n, A, v). 
因此 ， 由 定理 7.24, 存在 一 个 依赖 于 %, A 和» 的 常数 po 二 0, 使 
得 对 于 


__ i | 
Wo = Bi „wit, 
有 | | eve wo do <O (n, A, v), 
五: 
因 ny | ere do | g Pee da< Oe eo -Po 一 人 
Bs By 


Zw ihe, 我 们 便 得 到 合计 (8.60), FATEH R=1 AI k>0 
时 的 定型 8.18， 而 完全 的 结果 可 通过 变换 : sroa/RAS k HF O 
KB. J 

方程 Lu=0 的 下 解 的 强 极 大 值 原理 ，Lu=0 的 解 的 Harnack 
不 等 式 以 及 方程 (8.3) 的 解 的 局 部 Holder 连续 性 全 都 可 以 作为 纶 
Harnack 不 等 式 的 推论 导出 ， 我 们 依次 来 讨论 这 些 有 趣 的 局 部 结 
果 . 


8.7. 强 极 大 值 原 理 
定理 8.19 HAT LERH 8.5), (8.6) (8.8), 并 设 
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weW™?*(Q) FQ PRM LuS0, WA, 如 果 对 某 个 球 BC CAF 


(8.62) sup u= sup u>0, 
RB 


则 函数 % 必 在 2 中 为 常数 , 并 且 当 uo 时 (8.8) 中 的 等 式 成 立 ， 
证 明 ip B= Bey), 不 失 一 般 性 可 以 假定 Bry) C8 设 
M =supu 并 应 用 p 一 1 时 的 弱 Harnack 不 等 式 到 上 解 2 一 下 一 


上 .这样 我 们 得 到 
R- | (M —u) dx<C inf (M—u) =0, 


由 此 在 Bar 中 % 二 以 ,通过 与 定理 2.2 类 似 的 论证 ， 即 得 在 2 中 
u«u=M. ] 

定理 8.19 表明 在 适当 的 广义 意义 下 , 以 =0 的 下 解 不 能 具 
有 内 部 正极 大 值 ， 对 连续 的 下 解 , 这 个 陈述 化 为 通常 的 古典 定理 . 
请 注意 ， 用 一 % 代 替 w 立即 得 到 Zuw=0 的 上 解 的 强 极 小 值 原理 ， 
而 O0"(Q) 下 解 的 弱 极 大 值 原理 (定理 8.1) 则 是 一 个 直接 推论 . 


8.8. Harnack 不 等 式 
结合 定理 8.17 和 8.18, 我 们 得 到 完整 的 Harnack KEA. 
定理 8.20 设 算 子 工 满足 条 件 (8.5) 和 (8.6)， 并 设 
uE WSIO) W EER H uSd EQ Iw==0， 则 对 任何 球 
Bir) CQ, 有 
(8 . 63) supu <O inf u, 


By) . 
其 中 CO=0O(n, A/A, vR), 
”考察 估计 式 (8.54) 和 (8.61) 中 常数 C SEF A 的 依赖 性 表明 : 
(8.63) 中 的 常数 O 能 用 下 式 估 计 : 
OKO, Co=Co(n), 

HAERE a 对 称 时 , 这 个 估计 还 可 以 进一步 改进 (见习 题 8.3). 通过 
类 似 于 定理 2.5 的 论证 ， 我 们 可 以 从 定理 8.20 推出 Harnack 不 
等 式 的 下 述 形 式 ， 

推论 8.21 设 工 和 w 满足 定理 8.20 的 假设 ， 则 对 任何 
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MOCO, 我 们 有 
(8.64) supu<C inf u, 


其 中 CC 一 CC A/A, v, 2, 9). 


8.9. Holder 连续 性 

下 面 的 结果 对 二 阶 拟 线 性 方程 理论 来 说 是 基本 的 . 事实 上 ， 
De Giorgi[DG1] 和 Nash [NA] 对 于 形 如 w= D, la” (£) Du) 的 算 
子 发 现 了 这 些 结 果 就 从 本 质 上 开辟 了 多 于 二 个 变量 的 拟 线 性 方程 
的 理论 . 

定理 8.22 设 算 子 工 满足 条 件 (8.5), (8.6), 并 假定 对 菏 
个 g>n, FELA), t=1, =, n, JELO). 那么 WR u 
Fi (8.3) 在 Q 中 的 一 个 W”?(Q) R, E Eh u Eh Jay 
Holder 连续 , 并 日 对 任何 球 Bo= Br CA M RR, 有 
(8.65) oso U< OR? (Roose utk), 
Hea O=C(n, A/A, v, q, Ro), a=a(n, A/A, vRo, 9) 都 是 正常 
数 , T k =A H] fot [glaa +suplu] (blet Idja}. 


证 明 不 失 一 般 性 可 假定 R<B/4, W Mo=sup|ul, M= 
supu, mg=inf 4, M,=supu, my = ink w, 于 是 有 
L(M,—u) =M,(Db'+d) — Df'—g, 
L(u— m4) = — 184 (D,b' +- d) +D; fi +g. 
因此 , 如 果 令 
k(R) =AR (fiat Mol ble) + 上 RE gla t Molalo;), 
d=1—n/q, 
并 在 Di 中 应 用 Dp= 革 时 的 弱 Harnack 不 等 式 (8.47) 到 函数 
M,—u, u- ms E, 就 得 到 


Ref (M,—u)da<C(M,—Mi+k(A), 
-a (u— ms) dz<Om— mt+h(B)). 
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HIM Mim O (Mm m—M1+k(®)), 
于 是 , 记 oh) = 080 u= Mi— ma, 便 有 
a(R) <yw(4R)+k(R), 

Hp y=1-01, O=0 (n, A/A, vBRo, 9). 于 是 下 面 的 简单 引 理 
蕴涵 所 要 的 结果 . YJ 

引 理 8.23 BoE Rial O, Be] 上 的 一 个 非 减 函数 , 对 所 有 
WR<Ro, 满足 不 等 式 
(8.66) w(tR)<yo(R)+c(R), 
其 中 oa 也 是 非 减 的 并 且 0<y, 7<1, 那么 , 对 任何 uE (0, 1) 和 
RR< Ro, 我 们 有 


(8.67) w(B) <o( (EY oR +o BeBe") ), 


其 中 O=Cly, +) fla=aly, t, u) EEIE K Z. 
证 明 ”一 开始 画 定 某 个 数 忆 和 Bo。、 因 非 减 ， 故 对 任何 
RSR, 有 
wlr R) syo lR) +0 (Ra). 
反复 使 用 这 个 不 等 式 便 对 任何 正 整数 m, 48 
oR) <o (R) to (RD Sy 


<y” (Ro) + EL, 
W R< Ri, Hm eB 
"Rhy < RxR. 
因此 | 3 
w (R) <w (tR) 


xy” to (Ro) + sa 


<ł TE gy/logTt «(Ro) + ae 


现在 令 Ry= Ro “hr, 了 是 KERS 


(1—) deogy/lozT) 


o (RI R” 
wy <4 (B. Como 


i—7Y 
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定理 8.22 0 Bia u WE 1 ulog y/log 7+< pd 而 得 到 . 

结合 定理 8.17 和 8.22, 对 方程 (38.3) WR ADF A BB 
Holder it. 

定理 8.24 设 算 子 工 满足 条 件 (8.5) 和 (8.6), 并 假定 对 茶 
个 g>n, FEL), i=1, =, n, gELMQ), ABA, WR 
uCW*? (A) E 2 中 满足 方程 (8.3), 则 对 任何 CC8, 有 个 计 
(8.68) juleg <O (Ul am +), 
HH O=O(n, A/A, v, q, d), d =dist(Q’, 20), a=a(n, A/A, 
vd!) >0, k= Aflat | glen). 

证 明 在 定理 8.22 中 取 Ro=d', 并 用 定理 8.17 Hit 
sup|ul, MATH (8.68), J 

附注 ”从 上面 的 证 明 中 清楚 地 看 出 , fits (8.46), (8.4) 和 
(8.63) 中 的 常数 C 关于 变量 eR SESE MMA, (8.60) PA tae CK 
于 Ro 非 减 , (8.65) 和 (8.68) 中 的 举 数 a 分 别 关 于 变量 vBRo 和 va! 
非 增 . 当 v=0 时 , (8.46)，(8.47) 和 和 (8.63) 中 的 常数 0 和 (8.65)， 
(8.68) 中 的 a 将 不 依赖 于 R, Ro Aid’, 因而 不 依赖 于 包含 在 定理 
8.17, 8.18, 8.20, 8.22 和 8.24 断言 中 的 区 域 . 


8.10. 在 边界 处 的 局 部 估计 | 

HEET WEO 函数 在 边界 OQ 上 不 等 的 定义 能 够 用 下 面 
的 方法 来 推广 ， 设 了 是 如 的 任 一 子 集 , 是 一 个 Wa) 函数 . 
ABA, 如 果 ut 是 O45(8 一 TJ) 中 的 一 个 消 数 序列 在 WSO) 中 的 极 
限 , 我 们 就 说 , EW PREP, ÆT buso 我 们 看 出 ， 若 
在 T 上 连续 ， 则 这 个 定义 等 价 于 通常 意义 下 在 了 T 了 上 <0.。 4 
了 =00 时 , 这 个 定义 与 第 173 页 上 的 定义 一 致 ， 其 他 的 在 二 上 不 
等 的 定义 可 以 象 前 面 已 指明 的 那样 ， 从 这 定义 推出 ， 我 们 将 建立 
定理 8.17 和 8.18 的 下 述 推广 . 

定理 8.25 KAS Lii Æ (8.5)，(8.6)， 并 假定 对 茶 个 
gon, fiE LQ), t=1, 2,+-, n, g EL% (Q). APA, WIR uE 
FFE (8.3) 4 QB — OW FE, RE AY ERY, R> 和 
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p>1, 我们 有 


(8.69) sup ui SO (R lui] zerem t EB), 
其 中 M= sup ut, 
GO E:r 
sup{u(a), M}, «EQ, 
uia) = | 
M, T g Q, 


fo k h (8.45) H, O=0(n, A/A, vR, 4, D. 

定理 8.26 HAT OBER (8.5), (8.6), 并 假定 对 某 
4 g>n, FELCO, ELFO, BA, WE u HE (8.3) FE OQ 
中 的 一 个 开 … (9) 上 解 ， 并 且 对 某 个 球 Barly) CR’, u € 
QNBsr(y) 中 非 负 , 则 对 任何 满足 1 委 p<m/ 一 分 的 2 有 


(8.70) Ro? wl reas KC Gnt un tk(B)), 
ay 
其 中 m= inf u, 
ON Bag 
_ fate (x), m}, w2EQ, 
tt, = 
m, “EQ, 


HC=O(n, A/A, vR, g, p). 

证 明 ”我们 将 定理 8.17 和 8.18 的 证 明 作 如 下 的 化 简 . Eu 
FE —TP Fi, @ usui tk, Ruke, Susunt+k, 然后 选 

,fu — (M +k), >O, 

(8.71) aa fe (m+k)®, B<0 
作为 积分 不 等 式 (8.3) 中 的 检验 函数 .其 中 mE0O8(CBsr) 还 待 进 一 
步 规定 . ANH ome BE, Me=u fil p=Du, 结构 不 等 式 
(8.44) RY, HAX ww5， 故 可 再 次 对 导出 估计 式 (8.52), 
然后 , 象 在 定理 8.17 和 8.18 的 证 明 中 一 样 , 可 以 得 到 所 需要 的 估 
计 式 (8.69) 和 (8 70). J 

除非 对 区 域 8 加 某 些 限 制 ， 否 则 从 定理 8.26 不 能 导出 全 局 
连续 性 的 结果 .如果 存在 一 个 顶点 在 zo€ 00 WF BRIE GEV =V 
使 得 ANV a= to, 我 们 就 说 Q 在 点 To 满足 外 部 锥 条 件 ， 显然 ， 每 
当 外 部 球 条 件 成 立时 ， 外 部 锥 条 件 也 是 满足 的 现在， 我 们 有 
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Holder ft} (8.65) 的 下 列 推广 . 

定理 8.27 A LP E ZIF (8.5), (8.6), HEE WK 
A g>n, FEL), t=1, ++, n, ELF FQ). BA, WIR UB 
#2 (8.3) 4 2 中 的 一 个 玖 (9) , HAO GER XoE CQ 满足 外 识 
锥 条 件 , 则 对 任何 0 二 RRo 和 Bo= Br (t, 有 
(8.72) osc u<C CR Ro “oso u-+ k) +a (V/RRo)), 
其 中 o CR) = p O80, Us C=O (n, A/A, r, q, Ro, Vz,),a=a(n, A/A; 


vRo, 7, Va) 是 正常 数 . 

以 后 我 们 对 任何 及 将 用 缩写 人 2 站 Br(Yo0) =Qr, 82N Bro) 
= (2A) r, 而 将 点 to E90 省 略 . 

证 明 我们 遵循 定理 3.22 的 证 明 . 一 开始 假定 R<inf{Ro/4, 
Vs。 的 高 度 } 并 记 Mo=sup |}, M,=supu, m= int u, Mi =supu, 


miı=infu, 于 是 ， 在 Bsar (vo) 中 将 估计 式 (8.70) FA AŽ M,—u, 
u—m, 中 的 每 一 个 , 我 们 得 到 
(M,—M) Bon (Go) 一 <R-" | (Ms) y, ude 


Bap (Ho) 
<O(M,—M,+k(8)), 
| Bop (a) -Q| -f 
R SE 


(m — ma) (U — M4) ~ m-m aT 
Banlfo) 


<O (m— m, +k(R)), 
Rh M= supu, m= infu. 因此 ， 利用 外 部 锥 条 件 我 们 有 
mm, SO (m — m, +k(R)), 

所 以 相 加 得 osc wy oscu+ k (R) + osou, 
其 中 y=1—1/0, C=C(n, A/M vRo, 4, Va). FRETS (8.72) 
从 引 理 8.28 推出 . J 

如 果 定 理 8.27 的 假设 条 件 被 满足 , 3B BLY RO Bo (R) >O, 
则 估计 式 (8.72) ANER ulao) = limu (a) 是 有 明确 定义 的 ， 于 是 


”1 了 99。 


立即 可 以 从 定理 8.22 和 8.27 得 到 下 面 的 全 局 连续 性 结果 . 

推论 8.28 EFEM 8.27 的 假设 条 件 之 外 再 假定 0 在 每 
一 点 Co COD AG ROPER, WAM AH zo E92， 4 R0 
时 osc 2 一 0， 则 函数 v 在 2 中 一 致 连续 . 


JAN Bare) 

者 对 区 域 2 进一步 再 加 一 些 限 制 , 一 致 H6lder 估计 也 可 以 
从 定理 8.27 得 到 、 即 ， 如 果 吕 在 每 点 zoETC99 满足 外 部 铁 条 
件 , ELSE Va 都 程 某 一 个 固定 的 锥 『 全 等 。 则 我 们 说 8 在 C906 
满足 一 致 外 部 锥 条 件 ， 于 是 , 我 们 能 够 断言 定理 8. 妈 的 下 述 推 
广 ， 

定理 8.29 设 算 子 工 满足 条 件 (8.5)，(8.6)， 对 某 个 9g>%， 
FELO), i=1,…, n, 9E LV)， 并 假定 从 在 边界 部 分 了 
上 满足 一 致 外 部 锥 条 件 。 Ba, Rue WFQ) 在 8 中 满足 方 
程 (8.3) ,并 且 存 在 常数 K, ao>0 使 得 

osc UKR™, YroET, R>O0, 


30 0 Bx(®o) 
由 此 推 得 , SFE a> 0, uEec*(QuT), 并 且 对 任何 人 YCCCQUY, 
(8.73) [ulea SO Gulum + K +4), 


其 中 a=a (n, A/A, væ, V, 9g, w), C=C, A/A, v, V, q, oo, 
d’), 
d = dist (Q', 29—T) AR k= Elt glo). 
若 O'=2, M d 用 diamQ Ra. 
证 明 yc, S=dist (y, 20) <d, H Ro=8 时 的 定理 
8.22, 对 任何 ZE€B;, RNA 


duw) u] <o ossut E) 
jz 一 9 Be ` ° 
PATE BE ay € AQ fH |ao—y|~8. H R=25, Ro=2d' 时 的 估计 式 
(8.72), 假如 2a<a, BAG | 


dose u <TC u< O (sup lul ++K), 
Ps 223 


因此 对 任何 z&€ By), RNA 
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(8.74) Jee <O(sup|ul +#+K), 


再 使 用 R=2'a—y|, Ro=2d' 时 的 估计 (8.72), 我 们 知道 (8.74) 
对 d'Sle—y, Sd 也 成 立 ， 于 是 定理 8.29 从 定理 8.16 和 8.24 
推出 . J 

实际 上 ,上面 的 定理 把 内 部 和 边界 上 分 开 的 Holder 估计 结合 
为 一 个 部 分 内 部 H6lder 估计 或 全 局 HOlder fA Tr, 注意, MIF 
u, vEWt2(Q), Hu-veWws?@Q), BA, RE 4E0O%*%《Q)， 当 
RO 时 , 就 对 所 有 的 yCAQ 有 osc, u->O, 而 只 要 vO (Q), $è 


对 所 有 的 gE 30, 及 >0 有 oso u<KR, 在 定理 8.24 后 面 关 
OLN Bey 


Fia R (8.69), (8.70), (8.72) PIA C 和 关于 信 计 式 (8.72), 
(8.73) F a 的 附注 当然 也 是 适用 的 . 

对 于 连续 边 值 , 方程 (8.3) 的 存在 定理 可 从 定理 8.3 和 推论 
8.28 得 到 . 

定理 8.30 设 算 子 工 满足 条 件 (8.5)，(8.6)，(8.8)， 并 且 
对 某 个 gz>m FELO), JELA. LEBRA EO WIA 
API AL Sb R EAR EL WA, Hopen), F EME — HY PAB 
ue Whe (Q) NCQ) WEE OW Iu=gt+ Di f, Æ Lu=g, 

证 明 设 {om} JE C*CQ) 中 的 一 个 序列 ， 在 0 上 {pm} 一 致 
收敛 到 wm。 根据 定理 8.3 和 推论 8.28, WDN) 中 存 
在 一 个 序列 {Um} , 使 得 在 42 中 Lum=g+Df, Æ E wn = Pm. 
由 定理 8.1， 当 m, m Ri, 我们 有 


sup | Um, — Um, | S sup | Pm, 一 Pm, | 一 0， 
Q 22 


所 以 {tm} HUKA — A R He UE C?(Q), 在 099 上 满足 w=9. 
而 且 由 估计 (8.52), 对 任何 2 ccS2， RIRA 


f, 1D Gm tm) ae->0, 当 ma maco 时 ， 


由 此 wE 琴 如 (9) 并 且 在 Q 中 满足 方程 (8.3)， 解 w 的 唯一 性 可 通 
过 在 区 域 8'CCQ 中 应 用 定理 8.1 推 知 . 了 .- 
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如 果 在 定理 8.30 的 假设 条 件 中 对 区 域 2 不 作 限制 ， 那 么 按 
上 面 的 程序 我 们 可 以 得 到 一 个 有 界 函数 E090) 站 Wise (Q) 在 
OQ 内 满足 Lu=g+D f; WMR Q E r EIA W EIRE 件 , 就 还 
A 24 or Bf u@)>9(%). 若 任 一 点 zoE80 满足 : 对 任意 选择 
Ho, g, 产 都 有 wz) 一 p(zo),， W Z mo 为 算 子 也 的 正则 点 ， 用 
[HR] st [LSW] 中 的 方法 , 能 够 证 明 工 的 正则 点 与 第 2 Bee 
的 Laplace 算 子 的 正则 点 是 一 致 的 ， 第 6 章 中 关于 闸 函 数 的 各 种 
考虑 在 这 里 也 可 以 用 . 还 应 注意 , 从 定理 8.27 的 证 明 可 推出 外 部 
锥 条 件 能 够 放松 到 条 件 


(8.75) lim inf 2-8] >0. 
R> R” 


在 结束 这 节 时 我 们 指出 , 第 8.6 到 8.10 节 的 结果 当 关于 系数 

be fil d 的 条 件 (8.6) 换 成 b.cE€ L*(Q), dE LV7Q), g>n 时 仍 
然 成 立 ， 令 

b =2-9(|b|?-+ |e |?) +d, 

y= |B ws, 
于 是 我 们 需要 在 定理 8.17 到 8.29 的 估计 中 用 量 >R REE PR. 
在 前 面 的 有 些 局 部 结果 中 ,减弱 算 子 工 的 一 致 和 严格 椭圆 性 条 件 
也 是 可 能 的 . 


线性 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 的 Hilbert 空间 方法 或 变 
分 方法 可 以 追溯 到 远 至 Hilbert [HD 的 工作 和 Lebesgue[LE] 
对 Laplace 方程 的 工作 .在 本 世纪 中 它 曾 被 许多 作者 特别 是 
Friedrichs[FD1, 2] 和 Garding[GA1| 所 发 展 、” 关于 进一步 的 讨论 
读者 可 参看 [AG]，[BS] 和 [FR]. 我 们 在 8.2 节 中 讨论 过 的 广 
X Dirichlet 问题 , 也 由 Ladyzhenskaya 和 Ural’tseva[LU4] 以 及 
Stampacchia[ST4, 5] 考虑 过 ， 这 些 作 者 导出 了 了 redholm 二 择 
一 定理 (定理 8.4), 但 它们 的 存在 性 和 唯一 性 结果 被 小 范围 或 强 
迫 性 条 件 所 限制 。 弱 极 值 原理 (定理 8.1) 虽 然 是 TRI] PH 
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Harnack 不 等 式 的 一 个 简单 推论 , 看 来 , 在 文献 中 Chiooo [OIL] 首 
先 注 意 到 它 (也 可 见 [HH]). 我 们 是 仿照 Trudinger 的 证 明 
[TR7]， 它 有 容易 推广 到 非 一 致 糖 圆 型 方程 的 优 点。 给 出 Fred- 
holm 二 择 一 定理 后 , 存在 性 结果 (定理 8.3) 便 是 弱 极 值 原理 的 一 
个 直接 推论 . 

8.3 和 8.4 节 中 的 那些 弱 解 的 高 阶 可 微 性 定理 是 由 不 同 的 作 
者 证 明 的 ， 包 括 Friedrichs[FD2], Browder[BW1], Lax[LX] M 
Nirenberg[ NIL, 2]; 也 可 参看 [AG1，[BS]| 和 [FRj. 

全 局 的 有 界 性 (定理 8.15) 出 现在 工作 [LU41 和 [ST4, 5] 中 ， 
Ff HA: Stampacchia(ST1, 2] 较 早 的 包 述 的 推广 .我 们 的 证 明 贯 穿 
着 Moser 的 迭代 技巧 , 是 仿照 了 Serrin[SE2] 的 证 明 . 解 的 先 验 的 
界 ( 定 理 8.16) 是 属于 Trudinger 的 [TBR7] 

解 的 局 部 逐 点 估计 包含 了 第 八 章 的 其 余部 分 ， 全 都 由 
De Giorgi(DG1] 的 开拓 性 工作 所 产生 ， 在 De Giorgi 的 工作 中 ， 
对 形 如 
(8.76) Lu= D(a (@) Drs) =0 
的 方程 证 明了 定理 8.17 和 定理 8.22 的 特殊 情形 ; (也 可 参看 
Nash [NA1]). De Giorgi 的 工作 被 Morrey [MY4], Stampacchia 
[ST3] 推 广 到 具有 这 里 所 讨论 的 形式 的 线性 方程 , 被 Ladyzhenska- 
ya Al Ural’tseva[LU2) 推广 到 散 度 形式 的 所 线性 方程 、De Giorgi 
的 结果 的 一 个 有 趣 的 新 证 明 由 Moser[MJ1] 提出 , 这 个 证 明 也 能 
推广 到 更 一 般 的 方程 ( 见 LU), 并 且 确 实 能 被 我 们 用 于 导出 定 
理 8.22, 8.24, 以 及 边界 估计 (定理 8.29) (见习 题 8.6)， 方 程 
(8.76) 的 弱 解 的 Harnack 不 等 式 由 Moser [MJ2] 所 证 明 ， 且 被 
Serrin[SE2] 和 Trudinger[TRI1] 推 广 到 散 度 形式 的 拟 线 性 方程 , 我 
们 是 把 我 们 的 局 部 估计 的 论述 建立 在 [TR1] 中 导出 的 弱 Harnack 
不 等 式 ( 定 理 8.18) 的 基础 上 . 在 此 我 们 指出 , 在 二 个 自 变 量 的 方 
程 的 情形 ，H6lder 估计 和 Harnack 不 等 式 可 以 用 较 简 单方 法 推 
出 , 见 [MY21，[LBN] 和 习题 8.5， 在 二 个 自 变 量 情形 , 更 强 的 结果 
可 参看 [PS 和 [W183]j. 
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8.1 节 和 8.2 节 的 方法 和 结果 可 以 推广 到 处 理 其 他 边 什 问 

A, 特别 地 , 对 于 混合 边 值 问 题 
Lu= Dfi+g (Æ Q j, 
(8.77) U= p (在 02—-L E), 
Bu=a" (s)v Dut bia)vuto@u=o. GEL E), 

我 们 可 以 考虑 一 个 广义 的 提 法 ， 其 中 了 是 82 的 一 个 相对 开 的 
CR, v= rr ee, Æ T E A WANE. T p EWO) 
Alo, pE T), 苞 数 4EW (82) UEA (8.80) 的 广义 
解 , 如 果 % 一 pg1 EWV QUT), 并 且 对 所 有 的 EW5*(QU71，)， 


(8.78) &(u, v) =f < FDw— go)az+| (gs —cu) vd, 


KE Wo? OUT) BA COQUL) EWO) 中 的 闭 包 ， 我 们 可 
再 次 得 到 纶 本 天 值 原理 , 即 , 如 果 条 件 8.5), (8.6) 成 立 ， 以 及 不 
等 式 (参看 (8.8)) 


(8.79) | @e— BD) dw— | ,ovas<0 Yo>0, vECIQUL) 


成 立 , 那么 对 所 有 非 负 的 v CVE? (QUD WE Qu, v) + | owas 
<0 AYE ee uE 4774), 必然 或 者 满足 supu<supu", 或 者 


是 一 个 正常 数 ， 由 此 推出 , 假如 或 者 三 非 空 , oHO0, 或 者 L140, 
那么 48.77) 的 广义 解 是 唯一 的 , 圭 这 最 后 三 个 条 件 全 满足 ， 那么 
(8.77) 的 广义 解 必 只 有 差 常数 的 区 别 ， 一 个 与 存在 定理 (定理 
8.3) 类 似 的 定理 可 再 次 从 Fredholm 二 择 一 性 质 得 到 . 混合 边 值 
问题 的 极 大 值 原理 在 文章 [CI3] 和 [TRIG 中 有 讨论 ; 在 后 一 工作 
中 对 一 般 的 非 一 致 椭圆 型 方程 导出 了 上 面 的 论断 . 

也 可 以 在 Sobolev 23 fa] Wr (Q), I<p<oo 中 研究 一 般 形 
式 的 线性 椭 贺 型 算 子 (8.21). 这 个 方法 是 建立 在 Calderon 和 
Zygmund [CZ] 关于 Newton 位 势 的 二 阶 导 数 的 到 估 计 的 基础 
E, 并且 类 似 于 第 6 章 中 的 Schauder 理论 那样 进行 ， 在 2=2 的 
Æ, Poisson 方程 的 基本 估计 可 以 沿 着 定理 8.8 的 路 线 或 者 用 
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Fourier 变换 简单 地 得 到 .只 需要 主 系数 af 对 扰动 变 元 一 致 连 
oy, Le SRI HY BORE :者 可 参看 my ARAY 章 [GC], [KO], 

[ADNI, 2], waned 我 们 在 这 所 一 下 AleksandrovLALl, 

2] 的 极 大 值 原理 , 当 只 假定 方程 8 On 的 系数 a", b Ale HAY 
WY AY, 它 对 这 个 方 a Wen C twee GEA AA CPUN) 


5J 题 
. 证明 在 弱 极 大 信永 理 (定理 8.1) 中 ,假如 在 22 上 2%< 和 0, 则 条 件 (8.8) 
可 以 换 成 条 件 
(8.80) p (dutctD,w)dr<0 Vv>0, ECD, 


或 
b 
(8.81) [ _ |=0 几 平 处 处 于 2; 〈 见 定理 9.5)， 


8.2. 设 wE1T12(Q) 是 方程 Lu 一 g 十 Di 所存 人 9 中 的 一 个 弱 解 ,其 中 工 满 足 
条 件 (8.5), (8.6) 并 且 9, FEL), i=l, =n, WHA: 对 任何 子 区 
RICCA, RNA 

(8.82) lulmacao EC hulat flat igla), 

其 中 CC A/d, v, d’, |Q}), di=dist(a', 22), 

8.3. 证 明 : HEE a= [a] M] Harnack 不 等 式 (定理 8.20) 中 的 常 

C 可 由 下 式 估 计 : 


CC YETER, Oo=Co(n), 
8.4. 用 定理 8.8 和 正则 化 〈 象 7.2 节 中 那样 ) 证 明 ， 定 理 3.9 TrA uE 
WCM 324, AMAK 
Q={(a, ER? [ol + ly] <Y eR 
lx, y) = |zy| loge] + iyl), 
说 明定 理 3.9 是 强 的 . 
8.5. (a) teu 是 C1CBR(0)) 中 的 一 个 函数 ，BnG0) CR HEX O<r<R, 
id 
wr) =oseu, 
ƏB, 
Dry) ~| | Dul? dz, 
B, 
其 中 B,=B,(0), Aro JER, iiA O<r<, 
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8.6. 


w(r) <wV DR /log (Br), 
O 对 于 满足 条 件 (8.5) 和 (8.6) 的 二 元 散 度 结构 方程 
Lu=D,(a" Dy) oDu=0, 1, j=1, 2, 
如 下 证 明 Harnack KAIR. BP, ARE u RR BrO CR? 中 是 正 的 , 证 
明 函 数 v=logu 的 Dirichlet 积分 在 每 个 贺 域 B. (0) (0<r<ER) 上 有 
界 ， 其 界 依赖 于 4/X, v, r 9M R (REH S.18 的 证 明 中 B86= 一 1 的 情 
形 ) .应 用 弱 极 大 值 原理 (定理 8.14) 和 (a), 对 于 |2|<B/2 得 到 结果 
Cu (0) suls) <Cu(O), 
#h C=C, A, 2) Ba BN)). 
(a) 用 定理 8.22 的 假设 条 件 和 记号 ,证 明 函 数 
ZI 一 ?74 十 KR 
My—-utkR ? 
Ma— m+ ER? 
u— mt kR? 
是 具有 与 方程 8.3 类 似 结构 的 方程 在 DANI TH. AE 
8.16 的 证 明 .) 
(b) 把 定理 8.17 用 到 (3) 中 函数 w* 上 ， 给 出 Holder 估计 (定理 
8.22) 的 另 一 个 证 明 . 


wt =log 


w` =log 
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拟 线 性 方程 


第 九 FE 
极 大 值 原 理 和 比较 原理 


本 章 的 目的 是 为 拟 线性 方程 提供 各 种 极 大 值 和 比较 原理 ， 它 

们 推广 了 第 3 章 中 的 相应 结果 .我 们 考虑 形 如 | 
(9.1) Qu=ai (a, u, Du) Djut+b(a, u, Du), a” =a", 
的 二 阶 拟 线性 算 子 @, IP s= (w, e, wm) 属于 民 " 中 的 一 个 区 域 
Q, n>2, RAE RS, KA u RFC), OHA, Bee 
a“ (s, z, pD, 4, J=1, =, n, O(a, 2, P) 假定 是 对 集 QxRxRr 中 
的 所 有 (%, 2 P) 的 值 定义 的 ， 形 如 (9.4 的 两 个 算 子 称 为 等 价 的 ， 
如 果 一 个 是 男 一 个 与 QxRxR"* 上 的 一 个 国定 正 函 数 的 乘积 ， 对 
应 于 等 价 算 子 R 的 各 方程 Qu=0 亦 将 称 为 等 价 的 . 

我 们 采用 下 述 定 义 : 

设 公 是 Qx 民 xR? 的 一 个 子 集 . 车 系数 矩阵 [oo z, p)] 
对 所 有 (oz z, p EU 是 正定 的 ， 则 称 @ 在 人 YW 是 档 图 的 ， 若 入 (zw， 
z, p), AG, zp) 分 别 表示 [a”(z，z, Pp)] 的 最 小 和 最 大 特征 值 ， 这 
意味 着 
(9.2) O<A(a, z, pIE <a (a, 2, PEE <A, z, p) | 
对 所 有 “= Er e, EN ER" 一 {0} 和 所 有 @ z, DEURE. BE 
而 , 若 A/A UV 是 一 致 有 界 的 , 则 称 @ 在 儿 内 是 一 致 铺 贺 的. A 
Qe RQXRXR 中 是 椭圆 (一 臻 椭圆) 的 ， 我 们 就 简单 地 说 
Q EQ RERA Ca E g. BucC’O), 而 矩阵 [a (zw)， 
u(c), Dua) | 对 所 有 tC ORIEN, RIITA Q XT uv rma 
的 ， 我 们 还 要 定义 一 个 数值 函数 Ce, 

(9.3) E (w, z, p) =a" (a, 2, p) Dip, 
以 后 将 证 明 它 是 十 分 重要 的 , QE PAM, 由 (9.2), 对 
MAR C, z, p EK, R 
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(9.4) O<A(a, z, p)|p|?<@, z, p)<A(@, z, p) | pl’. 
若 存在 一 个 可 微 向 量 函 数 和 (cz, z, p) = (AG, z, p), os 
A" (x, z, 2)) 和 一 个 数值 函数 Be, 2, 切 ， 使 
(9.5) Qu=divA (x, u, Du) +B(a, u, Du), LE O? (Q); 
即 在 (9.1) 中 
oo 2, p) = DanAi(s, 2, p)+D,A(a, 2, DW), 


则 称 算 子 久 是 散 度 形式 的 ， 和 线性 算 子 的 情形 不 同 ， 具 有 光滑 系 
数 的 拟 线性 算 子 未 必 可 以 表示 成 散 度 形式 .. 
算 子 @ 是 变 分 的 ,如果 它 是 对 应 于 重 积分 


[F (æ, u, Du)da 


的 Euler-Lagrange 算 子 , XE F AW MA, B 8@ 是 散 度 形 
(9.6) Ai(w, z, P) = DaF (a, z, p), B (x, 2, p) = — DF (e, 2, p). 
ON MAESi Tae PRPEE pH nE, 
例 
DwuD yu 


1, a2, 
这 里 A(T, Z, P) -| 1+ (a—1) |p|? 
44 1p? a<2, 


i+ G@-1) |p|? as? 
A(a, z, p) -| 1+|pl? ” , 
1, a<2?, 
而 & (a, z, 站 一 10 人 十 (aa 一 全 1127 十 | 2 ， 
于 是 对 所 有 al, Q@ EMBAR, 仅 当 a>>1 时 , Q 是 一 致 椭圆 的 .把 
Q 写成 
Qu= (1+ | Du|#)*-*/4div (1+ | Du|?#)*/?-*Du, 
我 们 看 到 Q 等 价 于 一 个 散 度 形 式 的 算 子 , 并 且 @ 等 价 于 与 积分 


| (1+ | Duj?)*/4de 
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伴随 的 变 分 算 子 ， 方 程 Qu=0 4a=-2 时 与 Laplace FRAG, M 
a 一 1 时 与 极 小 曲面 方程 相合 . 
Gi) Qu= Au + BDuDudDyu, B>. 
这 里 A(z, z, p) 一 二 

A(z, 2, p)=1+A|p|?, 

Ew, z p) ={|p|71+8|p|?), 
TH, Q@ 对 所 有 6 之 0 是 椭圆 的 ， 仪 当 B=0( B14 Q Æ Laplace © 
子 ) 时 是 一 致 椭圆 的 ， 当 B>0 时 ，Q 等 价 于 与 积分 


[a(t 


伴随 的 变 分 算 子 ， 注 意 , 4 ASIN, Q 的 最 小 和 最 大 特征 值 正 比 
于 前 例 中 w= 工 的 情形 的 那些 值 ， 不 过 , 这 些 算 子 的 存在 性 结果 由 
FEK E 函数 的 不 同 增长 性 质 而 被 证 明 是 有 实质 性 差异 的 . 
Gii). 规定 平均 曲率 的 方程 
E uw € C? (Q) FH uE RT 中 的 图 象 在 点 (%, u(e)), sE 
有 平均 曲率 A (we) ORFE R K a HG HT E TB 
的 )， 可 以 推出 ( 见 附录 ) u 满足 方程 
(9.7) Mu= (1+ | Du?) 4u—DuDuDu=n (1+ | Duly, 
这 里 Ea A(s, z, p) =1, 
A(z, z, p)=1+ |p|?, 
E (æ, z, p)= |p|’. 
O DRRHATN 等 价 于 例 @ 中 当 a=1 HAT Q. 
(iv) 气体 动力 学 方程 
理想 可 压缩 流体 的 稳定 无 旋 流 用 连续 性 方程 div(oDeo =0 
描述 , 其 中 必 是 流 的 速度 势 ， 而 流体 密度 p 满足 密度 速率 关系 = 
p(|Du|). 在 理想 气体 的 情形 , 这 个 关系 取 形 式 
ye 


p- (1-234 imu 


HPRRYBAALAB yol AES u W E A ENE 
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RT) S14 


(9.8) 一 一 Du=0, 
1—15— | Du |? 


1— Y= | Du É 


它 有 特征 值 入 一 A=1, 


1-1 >— I | Duj? ? 


当 | Du| <[2/(y+1)]*? 时 ,方程 (9.8) 是 椭圆 型 的 ,而 流 是 亚 音 
速 的 , 但 当 [2/0 +D] < | Du) <[2/(—1)]! m, 方程 (9.8) 
是 双 曲 型 的 ， 我 们 注意 当 ?y= 一 1 时 方程 (9.8) 成 为 极 小 曲面 方 
程 . 


9.1. 一 个 极 大 值 原理 

线性 方程 的 不 依赖 于 系数 光滑 性 的 估计 一 般 蕴 涵 拟 线性 方程 
的 相应 估计 . 特别 , 我 们 可 以 从 定理 3.7 导出 推论 3.2 和 定理 3.7 
的 下 述 推广 . 

定理 8.1 设 久 在 有 界 区 域 4 中 是 椭圆 的 ， 并 假定 存在 非 
Tae AK ur 和 Ma， 使 得 


bw, z, p)sionz 
(9.9) Gen 2 p <a |p| + ua, 


y(g, 2 p) EQXR— {0} x R", 
那么 如 果 we C° (Q) nc (Q) FE 2 中 满足 u>, 我 们 就 有 


(9.10) sup ux sup ut -+0 ua, 
其 中 C=C, diamQ), Mii QO h Qu=0, 我 们 就 有 
(9.11) sup| | <sup| «| +0 ua, 


证 明 b=0, 结论 由 定理 3.1 直接 推出 。 不然 ， 在 子 区 域 
= {te Qlu(e) >>0} 中 我 们 有 
0<Qu =a Dut b signu 
<a! D+ Au (sign Du) Dust Ape, 
六 此 估计 (9.10) 由 定理 3.7 推出 . 在 证 明 中 以 —u fh u 即 得 估计 
(9.11), ] 


e2it. 


当 定 理 9.1 中 的 Lo 一 0 时， 我 们 得 到 一 个 弱 极 大 值 原理 . 但 
这 并 不 象 在 线性 算 子 的 情形 那样 蕴涵 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 . 
我 们 还 要 指出 定理 3.7 的 证 明 方 法 可 直接 用 来 得 到 定理 9.1. 


9.2. 比较 原理 

大 也是 满足 弱 极 大 值 原理 (推论 3.2) 的 假设 的 线性 算 子 ， 又 
Eu, vE NCO E Q 中 满足 Lu>Lv, 在 9Q Lus, 我 
们 就 从 推论 3.2 直接 得 到 在 8 中 4<v， 这 个 比较 原理 对 拟 线 性 
算 子 有 下 述 推广 . 

定理 9.2 Bu, ver 由 02(0) 在 Q HRE Ruo, E 
02 Luxu, Hp 

(i) 算 子 名 关于 & 或 "是 椭圆 的 ; 

Cii ) 系数 a 不 依赖 于 z 

(iii) 系数 5 对 每 一 (z, 功 EQxR" 关于 2 是 非 增 的 

(iv) RA a”, b 在 xRxR* 内 关于 变量 Pp 是 连续 可 微 的 . 
NA QH uxo FA, FER HRUQ, ÆA 上 wv<wv, 又 条 
EG), Gi) Al Gil) RX, (但 (iv) 不 必 成 立 ), RIE 8 中 就 有 严格 
AN UY, 

证 明 BERT uM. 于 是 我 们 有 

Qu—Qv=a" (a, Du) Dy (u—v) 十 (os (x, Du) 一 of (s, Dv) ) Dyv 
+b(a, u, Du) —d(a, u, Dvo) +b(a, u, Dv) 
—b(a, v, Dv) >O, 
由 此 记 w=u—v, 
a” (x) =a” (œ, Du), 
[a (æ, Du) 一 al (e, Dv) ]Dywotb@, u, Du) —b (e, u, Dv) 
| = b' (a) Dw, 
我 们 看 到 在 Q* = {2 €Q|w@) >O} E, 
Lw =a" (a2) Dyw +b'D;w>0 

而 在 0? fwd, RAMA RMS O 的 存在 性 由 条 件 Gv) 和 
中 值 定 理 保 证 . 因此 ， BASRA @ Al (iv)， 从 定理 3.1 我 们 有 在 
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Qh w<0, 车 在 中 Qu>Qu, 函数 名 不 能 在 8 中 取 非 负 最 大 
值 ; ( 见 定 理 8.1 的 证 明 ), FE O p w<0, FQ KF o HEMI 
的 , 结果 由 上 解 的 极 小 值 原理 推出 . ] | 

拟 线性 精 圆 算 子 的 Dirichlet 问题 的 叭 一 性 定理 从 定理 9.2 
直接 推出 . | 

EMIS Bu, 1v€0?(Q) NC? (A) 在 2 中 满足 Qu=Q», 
在 20 uso, 并 假定 定理 9.2 HAREGO Civ) 成 立 , WE Q 
中 ww 三 v2. 

定理 9.2 和 9.3 PAAR Gi) 或 许 是 不 必要 的 限制 ， 但 我 们 
下 面 将 指出 ， 定 理 9.2 和 9.3 的 结论 当主 系数 依赖 于 2 时 一 般 不 
正确 ， 比较 原 理 (定理 9.2) 在 第 13 章 中 建立 边界 梯度 估计 时 将 
是 有 用 的 . 


9.3. 一 个 进一步 的 极 大 值 原 理 

利用 定理 9.2, 我 们 可 以 导出 定理 9.1 的 下 述 改进 . 

定理 9.4 设 @ 在 中 是 椭圆 的 ， 又 假定 存在 非 负 常 数 os 
和 和 Lo, 使 


a ~ qi ! { a 
(9.12) Bie, z pigne pa PEM Y(a s, p) EQXRXR, 


ó (T, 2, p) 1D 
WA, mE we O° (O) NCQ) # PBR QuH0(=0), 我 们 就 有 
(9.13) supu([u]) <supu* (ju) ) +Cpe, 


Hp C=C (uy, diamQ), 
证 明 Buco) NCQ), AE R PR Qu>0, 用 
Qv =a" (x, u, Dv) Dyv+b(a, u, Dv) 
ELAT, BAER S.7 的 证 明 中 那样 ， 选 到 一 个 比较 函数 2; 
即 当 we OMS 


v(x) = Sup ut 十 [bo (67 一 e) , 
an 
Fh ie ORF MIBK BR O<a<d ft Halpati, IW E Qt= 
{cE Q ua) >0} 中 我 们 有 


*2Z2ige 


人 0 一 一 pata (æ, u, Dove™+b(r, u, Dr) 


<o<tu 
因此 由 定理 9.2, E OBA usv, we =O WARES wo AF 
有 零 即 很 .】 | 


HAMRET, 定理 9.4 等 价 于 定理 9.1， We (9.12) 但 
不 满足 (9.9) 的 非 一 致 椭 关 算 子 的 例子 是 
Qu= du + DuDuDyu-+ A+ | Dul?), 
从 定理 9.4 的 证 明显 然 看 出 ,在 假设 条 件 中 仅 需 假定 ，(i) 在 @x 
RxR” €>0, GNR 关于 “是 椭圆 的 ; Gi) 存在 一 个 固定 商量 
po ER", 使 (9.12) 当 (w, z, DNEAXRXR Ht ot BAW C, z, tpo) 
成 立 。 更 深 一 层 的 极 大 值 原 理 在 习题 9.1，9.2 中 讨论 . 


9.4. 一 个 反例 
下 述 例子 表明 定理 9.2 和 9.3 一 般 不 能 推广 到 允许 主 系数 
a 依赖 于 4%， 我 们 在 球 过 Q= {0 ER"|i1< 之 1wz| 二 分 中 考虑 形 如 


(9.14) Qu=dutg(r, WE Dm r= |a 
的 算 子 Q@， 若 uw(r), 方程 Qu 一 0 等 价 于 常 微分 方程 
I 1/ 名 一 二 
We gy) 
Bo 和 光 是 满足 下 述 条 件 的 多 项 式 : 
(i) v(t) =w), (2) =w(2); 
(i) vw'>0 在 红 , 24m, 
(iii) v <uw' (1, v'(2) >w' (2); 
Civ) o”, w"<0 Æ, 2) oy, 
Cv) WD a" wi") _ 2") 


OF OTN 一 了 OA roi 


wad) va)? ww) wW@)’ 
对 l<r<2, vcuxw, 定义 
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f(r, w= 22 (2-4) 2, 

I = I ay > 
&v(@)=v(le|), w) 一 w《|z|), M Æ a p Qvu=Qw=0, 在 30 
上 2 一 Ww， 又 关于 wv 和 二 者 都 是 椭圆 的 .。 并且, 依 适当 方式 延 
if HEC ERO, 2 xR, 我 们 可 以 得 到 一 个 算 子 Q, TE A p 
是 一 致 本 图 的 , 且 其 系数 属于 On xR), 


9.5. 散 度 形式 算 子 的 比较 原理 

当 算 子 Q 呈 散 度 形式 (9.5) 时 ， 可 以 得 到 定理 9.2 的 各 种 有 
趣 的 变形 ， 从 第 8 章 我 们 回忆 起 在 9 中 弱 可 微 的 函数 * 满 足 
Gux 关 0(= 0， 和 0) ,只 要 函数 A(z, u, Du), 了 (zt Dw) 在 介 中 局 
部 可 积 且 对 所 有 非 负 的 pEO3(Q) 有 | 
(9.15) Q(u, p) -| (A(z, u, Du) -Dp—B(e, u, Du) par 


<0(=0, 0). 

下 述 定理 对 比较 原理 提供 了 三 条 可 供 选 择 的 准则 . 

定理 9.5 Bru, veC'(Q) E A rh W E Quo, Qo<0 且 在 
02 kuxvs, Hb RMA, BHF Ez, pHE AXRXR th HE 
可 微 , 算 子 Q 在 0 中 是 椭圆 的 , Me BB 对 固定 的 (%, p EQXR* 关 
F zI, 那么 ,如果 下 列 三 者 之 一 成 立 : 

Ci) 向 量 函数 A 不 依赖 于 z 

Cii) Bay BB 不 依赖 于 p 

Gii) (n +1) x (v+1) BRE 

D,,A‘(a@, z, p) —D,B(a, 2, p) n 

Fo 2p) —D,B(a, 2, D |>0 在 OxRxR P; 
RÆ Q t u<y, 

证 明 ”我 们 定义 

w=u—v, wotut+ (1—t)v, O<i<l, 


a! (x) =| D, A’ (æ, u, Dus) dt, 


b* (x) -Í D,A' (x, tn, Du) di, 
c (s) -| DB tn, Dus) dt, 
1 | f 
E> d (æ) = =f D B (x, UW», Du) dt, 


WANANE), 有 
(9.16) 0=Q(u, p-o 
-| {(A(a, u, Du) — -A (a, v, Do): ‘Do 
_—(BG@, u, Du) — Bla, v, ‘Dv)) p}de | 
=| { (a4 (@) Dw b (ayw) Dip 
一 (ct (a) Dw+ dla) wjp}dt, 
因此 -全 这 里 工 是 如 下 定义 的 线性 算 子 . 
l - Lw = D; la” jw + b*w) +D w+ dw, -i 
因为 ww vco (D), HER, PEERS A, 4 使 
a (agra VEER", EQ, 
Ea jaj, Jl, [ó], |d| <A, d<o,. 
从 而 在 如 中 工 是 严格 椭圆 的 县 系数 有 界 .: 定理 9.5 的 结论 现在 
YAS 8 章 的 理论 得 到 ， a, BAR| RM, WEA 
中 0 一 0， 于 是 由 弱 极 大 值 原理 (定理 8.1) 我 们 在 人 中 有 ww<0. 
虽然 定理 9.5 的 其 余部 分 可 从 习题 8.1 直接 推出 , 但 我 们 还 是 要 
在 这 里 给 出 完全 的 证 明 , AA Gi) 成 立 , 则 在 Ope =0, 注意 关 
于 上 的 这 个 条 件 等 价 于 关于 共 轿 算 子 HARARE. 对 s>0, 令 


wt pe 64 
把 它 代 入 (9.16) 即 得 


{| wt}? a” (a) Dyw* Dywt 


wr wt NI 
<A | gre |P 1g (1+) ae 
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+ | 
<A| Diog ( 一 jaz, 
FAA Young 不 等 式 (7 .6) ,我 们 有 


f, ( wt Z) de< (£F jol, 
从 Poincaré 不 等 式 ( 人 7 .44) 推 
| og (14) ” dr<C(n, a, A, jQ!), 


& el, RTAS wt? 必定 在 台中 为 零 , 即 在 Q 中 w<, 
最 后 , BARE GD MIL, 我 们 在 台中 取 g=wt, RA (9:16), 
EIIE Q 中 
A Dw? Det + (ost Da —d(w*)*=0, 
于 十 由 Young 不 等 式 (7.6), 在 8 中 有 
.Diwt fe <a( 2A -) | wt |2, 
FAL. 对 任何 <>0, RATS 
| aa ee 2./n A aut 2/2 A 
又 因 在 62 Fowt=0, HHEH 
| ut N] <2vn A 
| log (1+ ; 全) < 一 一 -一 一 -下 am Q, 


令 s 一 0, 与 前 面 一 样 ,在 2 我 们 有 wt=0, 因此 在 2 中 <0.1] 

注意 当年 理 9.5 中 的 条 件 已 成 立时 , 我 们 仅 需 假设 4 vc 
© O 站 C10) 征 系 数 的 导数 属于 OCQXRxRD), 这 一 点 在 将 定 
理 9.5 的 结果 应 用 于 子 区 域 OCC 即 容 易 看 出 ， 在 其 他 情形 
下 ; 类 似 的 推广 亦 有 效 , 只 要 系数 满足 适当 的 一 致 结构 条 件 . 


A Wit! ? 


9.6. 散 度 形式 算 子 的 极 大 值 原理 
党 所 手包 旦 散 度 形式 时 ， 我 们 可 以 在 与 定理 9.1 和 9.4 不 同 
的 假设 之 下 导出 极 大 值 原 理 。 RIKER (9.5) HA ee A AB 
WE TERRA. 
NIA C, z, p EQXA XE" 和 某 一 ar, 
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p- A(z, 2， p> |p|*— |az|*— až, 
bolp t+ |b2|* 4+63"1, a>, 
by, a= 1; 
这 里 ay, ae, bo, bDi, bo 都 是 非 负 第 数 . (9.17) 中 的 第 一 个 不 等 式 
可 以 春 作 是 一 个 弱 椭 加 性 条 件 (见习 题 9.32). 下面 的 讨论 类 似 于 
第 8 章 中 线性 椭圆 型 方程 弱 解 的 全 局 估计 的 推导 . 

引 理 9.6 iuc NC*(Q) Æ A pik E Quo, 又 设 
Q@ 满 足 结 构 条 件 (9.17)。 则 
(9.18) supu<O {i ut lat (a1+ 8) supe + dat ba} +supu*, 


其 中 O=0 (n, a, di bo, bi, |2|), 

证 明 ”我 们 一 开始 先 假设 E01(0) 且 在 20 上 ww<0, 于 是 
supw* =O, TERRE 8.15 进行 差别 是 : 在 目前 的 情形 ， 一 开 
始 就 假设 * 有 界 , 从 而 就 不 必 截 断 用 作 检验 函数 的 宕 函数 ， 记 

k=ag+b,, 2 一 |2| +h, 6=a7+b6+bT'+1, 
从 不 等 式 (9.17) 借 助 Young 不 等 式 得 到 
cp Ae, z, p> |pj*—b]z|*. 
a 1-—« ~ 
zB(a, z, p) signz< {ert + (wie+1)b2", a>], 


z, a=İ, 
这 里 u>0, 因此 把 函数 


9.17 
€ | B(s, z, p)sign <| 


(9.19) 


p=w?— k’ 
代入 积分 不 等 式 (9.15), X E wH tt ut +k, B>, HR u= 
8/2, 得 
| w*-*| Dw | ‘ar<05| /i dw, 
0 a 
这 里 CO 一 C0 a). H Sobolev 不 等 式 (7.26), 存在 一 个 数 s>a 使 
lao’ — k" ls<cr(| w= Dw|* d), 
这 里 7= (a+8—1)/a m O=0 C, s, (9|). 因此 有 
[wtp (Or) OYA | wll ra 


对 所 有 的 7 之 I 成立, 而 当 supw 0 时 的 估计 (9.18) 可 由 定理 
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8.15 的 迭代 论证 得 到 RUBS uBR, RM Wu-D 
ARS 4， 其 中 上 一 supw ,并 以 区 域 WCCO KER Qa, J 

利用 引 理 9.6, 现在 即 可 导出 方程 Qu40 的 下 解 和 解 的 下 
列 先 验 估计 . 

定理 9.7 wuce) NC) E Q p BE Bt Qu>0 (0), 
并 设 Q 满足 结 掏 条件 (9.17)， 其 中 a>1, 01=0 iff A bo 或 ai 一 0. 
则 有 估计 
(9.20) supu(ju:) <O (a+ ba +asupu* (|u| )) +supu' (jul), 
Hr C=C(n, a, ax, bo, ÊD. 

证 明 和 象 引 理 9.6 的 证 明 一 样 , RATT DAE RE WE C(O) 月 
在 CQ Fu<0, 还 设 4>0. 对 2o=0 或 必 =0 这 两 种 情形 将 分 别 


区 re 
G) 设 2=0， 我们 把 
， 1 1 =_ 
P= -gaa ad? wut 


代入 积分 不 等 式 (9.15) 即 得 
(a—1){ =" |"aa<ab|al, 


于 是 | paog 和 | ae< 和 _ 519|]. 


a— 1 ni 


FR HOH Poincaré 不 等 式 (7.44), 得 

| 
RP O=C (n, a, |2|). 2S M =supu, 由 引 理 9.6 的 证 明 有 

F) sej 人) 
<o (p) (e7) Gt ieg] Je 
于 是 log 1 <O | (14+ flog 2 |" \de<e, 
Ak M<Ch, 其 中 C=0O(n, a, a, Q|). 
«2186 


Gi) Pha =0, HEB FEM 8.16 的 证 明 类 似 . iM =supw, 


我 们 把 
OM et MI 


代入 (9.15) 即 得 
(a—1:) f, 


D | Dw | f dz 


w ~ 
一 OS —— 
M—-w+k | dz<bo| ,| M—wtp | 


per 
利用 Young 不 等 式 (7?. 辐 ,就 有 | 
| Dlog yp |" ao<c5819| 


w+k | 
其 中 C=C(a)， 因此 由 Poincaré AER (7.44), 
M a 
(9.21) | eye | dz<C5 


其 中 C=COG a, |2)， 为 进一步 进行 , 在 49.15) 中 取 


p= — 7 
(M wth)?’ 
其 中 y>0, suppyCsuppu’ H nEeD. FRMABWAO.1D 
即 得 不 等 式 
A.D” | Dw at 
j, (M —w+kh)*? de< f, bo M —w+-k | 


+a CDI + (2y lras, 


i ke 
<f fo Diog E | = +aln de, 

从 而 函数 如 一 log LM/(M 一 w+ 如 ] 在 Ot = {x2 EQ \ule) >0} 中 满 

R Qw>0, 这 里 算 子 书 满足 结构 条 件 (9.17), 其 中 心 -= 一 -0 且 
ao, bs<a， 因 此 由 引 理 9.6 和 (9.21)， 
| supt <C (Jal, +) 

"  <O(n, a, bo, Ql), 
因此 MCb， 由 令 趋 于 零 即 得 到 -0 的 情形 。 与 在 引 理 9.6 
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前 证 明 中 一 样 ， 取 消 条 件 wE01(0), EA 上 wu<0, 就 获得 在 每 
一 情形 二 的 估计 (9.20). ] 
作为 第 15 草 中 规定 平均 曲率 的 方程 的 存在 性 理论 的 一 个 副 
产品 , 我 们 将 看 到 定理 9.7 不 能 推广 到 在 其 假设 条 件 中 允许 a= 1. 
包括 情形 “= 工 的 下 述 估计 需要 结构 常数 w，b 和 六 充分 小 . 
定理 9.8 iuc) NCQ) 在 Q 中 满足 Qu>0(=0)， 
并 设 驴 满足 结构 条 件 (9.17). 则 存在 一 个 正 的 常数 Co= Cola, n), 
使 得 只 要 
(9.22) (at-+b44- BF) QIAO, 
wh A TT 
(9.23) supu( iu )<C{ (ar b3)supu* (ew!) -+- dg -+ bo} 
tsupa (iu ), 
H C=0(n, a, ay, bo bi, QI). 
WEAR 根据 引 理 9.6, RMN ula 象 在 前 一 证 明 中 
一 样 , 我 们 一 开始 假设 E01(02), HEIA 上 w<0. 把 p=w*=v 
代入 积分 不 等 式 (9.15) 中 ,由 (9.17)，Q .6) 得 到 


| | Dy ia ds<| { (a$ + OF-7) w* + bov | Dv | 14+ a+ OF ta} da 


<f {Carrie 
4-(1—d/a) e' Do't paz + bgo hae 
对 任意 a> 0 成 立 . 特别 , Mo AL 时 取 e =a ”并 利用 Poincaré 
ANG NT 44), 4 a>1 时 得 到 
| daO (n, a) iQ. | {(at4- bY) + bE) tat be 1 da, 
因此 车 CO a) Q|” (aft bf 7 +68) <1, 我 们 就 有 
for de <C (a+ 63), 


MATTED 42 Br a ER tt (9.23). J 
注意 , 在 定理 9.8 中 , 当 wa= 工 时 常数 51 和 23s 在 不 等 式 (9.22) 
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i (9.23) HANH BL. 援引 Poincaré RAS (7.44) 的 强 的 形式 
(9.24) | oldes (Ql /od | Dolda, v EWS!(0), 
在 这 一 情形 我 们 可 取 
Co =G, n) =nw,”, | 
TALE PRY HAN (9. D 写成 它 的 散 度 形式 


| . Du 
(9.25) dv TS Dal =ni 


我 们 看 到 它 满足 具有 尾数 4 一 1， a=0, a=1, bz=nsup] H| Ht 


构 条 件 (9.17), 因 此， 车 函数 H 满足 
(9.26) | Hy=sap| H |< (wa/ 2), 


JAO. 25) 的 任何 属于 0? (Q) ner) 的 下 解 CE), 我 们 就 有 
全 
‘9. 27) sape (lul) <supu (lul) +0 laj, Ho). 


在 结束 本 池 时 我 们 要 指 ath, 结构 条 件 (9. 17) i 可 一 般 化 到 允许 

三 Qi, Q2, bo, bı, ba 是 非 负 可 测 函 数 . ee, ee 车 手 2 们 假设 ai, Ge, bo, 
bs EELO), Bg Wik gee, g>n, Wid), 更 一 下 
出 引 理 9.6- 和 定理 9.7 仍然 成 立 , 只 要 在 不 等 式 (9.18) 和 (9.20) 
H, M4, Ue, Do, bs, De 分 别 j 代 以 | ari a |, Gallas | Bolas [big ATT, 
be FOOD 且 常 数 CREF g. FEMO.S 可 类 似 地 推广 到 条 - 
件 (9.22) 代 之 以 
(9.28) | a + 0 
其 中 8 一 max (1, n/a). 对 于 上 述 规定 平均 上 曲率 的 方程 (9. 25) 
这 个 例子 , 我 们 可 获得 更 一 般 的 结果 ; 只 要 H 满足 
(9.29) | 人 |H |"dæ <o, 
则 级 大 值 原 理 (9.27) 成 立 , 其 中 A= | 五 1。 这些 断 语 的 证 明基 
本 上 di, ao, bo, bi, by 是 常数 的 情形 相同 | ne 9.4). 最 后 
我 们 指出 当 函 数 ww 由 属于 空间 0? (Q) NC? (2) 换 为 属于 Sobolev 
空间 W022) 时 ,本 节 所 有 结果 及 其 证 明 仍 旧 适 用 . 
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评注 

本 章 前 面 的 结果 ， 即 定理 9.1 9.2, 9.3 和 9.4 基 本 上 十 
Hopf HRAKIN GEH 3. 巧 的 变形 . 9.4 节 的 反例 属于 Meyers 
LME2]. 比较 原理 (定理 9.5) AY G), Gi) 部 分 在 Trudinger [ER10] 
中 被 证 明 . 部 分 (让 推广 了 Douglas, Dupont 和 Serrin [DDS] 的 一 
AY BORA AIR. Wo Gil) 实质 上 是 Serrin [SB31 证 明 的 . POAC E 
原理 (定理 9.7) 在 本 著作 中 是 一 个 新 的 结果 ， 尽 管 其 证 明 技 巧 业 
己 在 [TR?] 中 被 说 明 . 对 于 拟 线 性 方程 更 深入 的 最 大 值 原 理 , 读 
者 可 参看 文献 [SE3] [SE35]. : 

我 们 这 里 还 要 指出 ，Poincar6 不 等 式 的 形式 (9.24) JJS J 
不 等 式 的 一 个 推论 《例如 见 EFI)， 

习 题 
利用 比较 原理 ( 即 定 理 9.2) 建 立 下 列 极 大 值 原理 . 


92.1. I Q £E QxXR x {0} A aA, 其 系数 a‘, b, 4, j=l, cory n KT BE 
HB pTESeXRxR 中 可 微 ， 假 设 存在 一 个 常数 M 使 得 


(9.30) “2€Q, |z >M AH, 2b, z, 0) <0, 
WAT uw € C°(2) NCCE N ChE QuS0(=0), 我们 就 有 
(9.31) maxu(|ul}) <max{M, maxu*(}u])}, 
nQ on 


9.2. (2 BEEF RMR Br, NRE ER HEB, # H. 
(9.82)  Gigna)b(a, z, p) «lel F(t, z, p), 一 Fav ta 


对 所 有 的 xE9, 12|>>M, |p|>L RU, 性 和 工 为 常数 ， 则 着 
u ECO (A) NC? (Q) 4E 92 hi E Qu>0(=0), 我 们 就 有 (LSE3j) 
(9.33) max u({u|) <max{M, max u* Cluj} +2LR, 


(提示 : 遵循 定理 9.4 的 证 明 , 把 半空 间 z>>0 换 为 Ba.) 
9.3. 设 @ 是 散 度 形式 (9.5) 的 算 子 ， 证明 
1 
9.34) pA, z, p)= | SEC, z, sp)de+p-A(@, 3, 0), 
由 上 比 证 明 : 车 e>Clpl*, 这 里 C> 0 a>l, 则 | 
2 . l C p|” . 
(9.35) p A (&, 2, p) > lP] +tp'Å Q, z, 0). 
8.4. SNE 9.6 RERNE, 
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a: 
拓扑 不 动 点 定理 及 其 应 用 


在 本 章 中 , 拟 线性 方程 的 古典 Dirichlet 问题 的 可 解 性 归结 为 
对 解 建立 某 些 先 验 估计 .通过 适当 函数 空间 中 拓扑 不 动 点 定理 的 
应 用 , 这 种 归结 得 以 实现 . 我 们 将 首先 阐述 可 解 性 的 一 般 准 则 , OK 
后 举例 说 明 它 在 一 种 场合 的 应 用 ,在 那里 ,所 需要 的 先 验 估计 容易 
由 我 们 前 面 的 结果 导出 .在 更 一 般 的 假设 之 下 ， 这 些 先 验 估计 的 
导出 将 是 下 几 章 主要 关心 的 问题 . 

这 里 的 论述 所 需 用 的 不 动 点 定理 都 可 以 作为 Brouwer 不 动 
点 定理 在 无 穷 维 空间 的 推广 而 得 到 ，Brouwer 不 动 点 定理 断言 , RR” 
中 一 个 闭 球 到 自身 中 的 连续 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 . 


10.1. Schauder 不 动 点 定理 E 

Brouwer 不 动 点 定理 可 按 多 种 方式 推广 到 无 穷 维 空间 ， 我 们 
首先 需要 下 列 到 Banach 空间 的 推广 . 

定理 10.1 HSB Banach SH] BV 中 的 一 个 紧 凸 集 , VET 
是 己 到 目 身 中 的 一 个 连续 映射 . 则 有 一 个 不 动 点 ， 即 对 某 一 
GES, Tr=g, 

HAR Kh RE ERR. 因为 信 是 紧 的 ， 故 存在 有 限 多 个 
点 i, srr, vy €S, 这 里 N=N(F), 使 球 B= By (a), a=1, er’ 
N, BRS, 设 GrCG 是 {2 >, ey MOA, eM, So 


Sr 如下. 
Tiga Edist(w, S -— B’) z; 
SS dist(a, S- B5} ” 


显然 Jy, 连续 , HAEN ©ES, 
ip pt à dist(z, S—B jesl 1 
(10.1) li ed gv tiS S diste, SB IF 
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Og Jacl 限制 在 Ex 上 时 必定 是 Ss 到 自身 中 的 一 个 连续 映射 ， 
因此 由 Brouwer 不 动 点 定理 ， 它 有 一 个 不 动 点 Oo? (注意 S iA 
胚 于 某 一 Euclid 空间 中 的 一 个 闲 球 ,) AS 是 紧 的 ， 故 序列 2 中 
(R=1, 2, =) 的 一 个 子 序列 收 敏 到 某 一 seS, RIRE o T 
的 一 个 不 动 点 ， 因 为 , 对 了 wz 应 用 (10.1),. 我 们 有 


[a Ta] = [Jr Ta Ts] <E, 


因为 卫 是 连续 的 ,我们 断言 zc=z. ] | 

在 下 章 中 将 说 明 , 定理 10.1 可 应 用 于 广泛 的 一 类 两 个 变量 的 
方程 .为 后 一 目的 我 们 指出 定理 10.1 的 以 下 推广 , 

推论 10.2 i S ie Banach ZA V 中 的 一 个 闭 凸 集 , RET 
是 亿 到 自身 中 的 一 个 连续 映射 ,使 得 象 TS 是 准 紧 的 ， 则 了 有 一 
个 不 动 点 . | 

我 们 指出 上 述 定理 和 压缩 映射 原理 (定理 5.1) 的 一 个 本 质 的 
不 同 , 就 是 : 在 前 者 中 断言 存在 的 不 动 点 未 必 是 唯一 的 ， 


10.2. Leray-Schauder 定理 ; 一 个 特殊 情形 
两 个 Banach 空间 之 人 痊 的 一 个 连续 映射 称 为 紧 的 (或 完全 连续 
的 ), 如 果 有 界 集 的 象 是 准 紧 的 ( 即 其 闭 包 是 紧 的 ). 由 推论 10.2 导 
出 的 以 下 定理 是 拟 线 性 方程 Dirichlet 问题 研究 中 最 常 使 用 的 不 
定理 10.3 i T Jt Banach 4 f B SE PHS RRR, 又 设 
存在 一 个 常数 并 ,使 得 
(10 .2) tæla <M 
VETA W Æ a-oTx, sEV, cE, 1] Home, WT ATR 
证 明 ”不 失 一 般 人 性 可 设 到 = 工 RIELS T 如 下 ; 


Tx,  |Tej<1, 
T* x = , 
| te Te, (Tol >1. 
La 


WA T 是 BS 中 单位 闭 球 B 到 自身 中 的 一 个 连续 映射 因为 7B 
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是 准 紧 的 , k TB 亦 然 ， 因 此 由 推论 10.2 知 映射 7” 有 一 个 不 动 
Re, RDA he 的 不 动 点 ， 因 为 , 假设 |7Tzl >l, W w= 
("2= ola, a =1/|Tel, mlel = |[T"s|=1, 这 与 (10.2) 矛 盾 , 因 
其 中 Y=1i， 因 此 ZTsj 过 1, 从 而 z=7’2 一 7Tw，1】 

附注 ”定理 10.3 Am. 车 了 是 Banach 空间 到 自身 中 的 紧 映 
射 ( 不 论 (10.2) 成 立 与 否 )， 则 对 某 一 o€ (0, 1], RA oT 具有 一 
个 不 动 点 。 此 外 , 车 佑 计 (10.2) 成 立 ， 则 对 所 有 的 oc€ LO, 1), oP 
有 一 个 不 动 点 ， _ | 

为 了 把 定理 10.3 应 用 于 拟 线性 方程 的 Diriohlet Ha, R 
们 固定 一 个 数 BE (0, 1), HR Banach 空间 V 是 Holder 空间 
Or (O), RE Q ER 中 的 一 个 有 界 区 域 . 设 @ 是 由 下 式 给 出 的 
(10.3) Qu=a" (a, u, Du) Dyu+b(@. u, Du), 
HERED HERA, MRZE a a, z, p)] 对 所 有 的 a, 
z, p)EQxRxR 是 正定 的 ， 我 们 还 假设 对 某 一 wE (0, 1), 系数 

a”, bBEC*(OxXRXR"), WA 6QCC** H p 是 给 定 在 C**(Q) p 
TEKA. MPAA o ECO), 算 子 了 定义 如 下 ; u=Tv 
是 线性 Dirichlet 问题 
(10.4) Æ Q tf ai? (a, v, Do) Diba, v, Dv) =0, 
在 OQ 上 w=9 
FE O% @8 (D) Fh Ag HE e, TB (10.4) AE — ay EE Ha SRE FEE HE 
结果 (定理 6.14) PRUE. X44, Dirichlet 问题 : 在 Q 中 Qu=0, 在 
Q 上 ww 一 pg， 在 空间 C?*(Q) 中 的 可 解 性 就 等 价 于 方程 u=Tu 在 
Banach 空间 B = O74 (Q) 中 的 可 解 性 .由 中 的 方程 w=aTw 就 等 
价 于 Dirichlet 问题 
(10.5) Æ Q P Q,u=a"@, u, Du) Dyut+ob(e, u, Du) =0, 
在 60 上 wog. 

你 用 定理 10.3, 我 们 可 以 证 明 下 述 存 在 性 准则 . 

定理 10.4 设 2 是 只 "中 的 一 个 有 界 区 域 , @ 是 2 中 的 一 个 
MEAT, 其 系数 a, DECz(QX 民 xR ,0<a<d1 i4 AR ECOS 
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PEC. BA, 如 果 对 某 一 BE>0， 存 在 一 个 不 依赖 于 4 和 
hte ee M, ~ 得 Dirichlet 问题 ; AE Q 中 Qu = 0, 在 02 Eu=ap 
Oses 1) Mig O>) fei E 
(10.6) lulos <M, 
ii) Dirictlet WE, 4 Q h Qu=0, 在 30 上 vw=o 在 C2*(5) 中 是 
Hi fe FH 

证 明 ”由 于 本 定理 之 前 的 附注 ， 留 下 要 证 明 的 仅 是 算 子 了 是 
连续 的 和 紧 的 ， 由 全 局 Schander 估计 (定理 6.6)，T 把 C15(09) 
Hh fy ey AEM A O%”%(D) 中 的 有 界 集 ，( 由 Arzela 定理 ) 后 者 在 
ORD) CMD) SHERI, WED 7 的 连续 性 , RATE Om, m 
=1, 2, … 在 OU04(5) 中 收敛 到 ww FE, BEIT om} te OF (O) 
中 是 准 紧 的 . 故 每 一 子 序列 也 有 一 收敛 子 序列 . 设 全 Vmj} 就 是 这 样 
一 个 被 sy EO2(0) 的 收敛 子 序 列 ， 则 因 

c lz, t, Dv) Di to le, v, Dvr) 

=]; im a fa (x, Um, Don) DyT in tb (a, Oms Dom) += 0, 


SARDA] u= To, 因此 序列 {Twm} A PSB ue, 了 


10.3. 一 个 应 用 

EM 10.4 把 Dirichlet 问题 ,在 8 中 Quw=0, Æ AQ 上 w=g 
的 可 解 性 归结 为 有 关 问 题 族 的 解 对 茶 一 8B>0 在 空间 Ore) 中 
的 先 验 舍 计 ， 在 实践 中 ， 把 先 验 信 计 的 推导 分 为 四 个 步 缀 古 运 守 
的 : 

I. sup ul 的 估计 ; 

IT. sup Du, 的 合计 , 帮 suplwi 表 示 ; 

UI. sup’ Dul pfit, J sup! Dw 和 sup || 表示; ， 

a ə 
IV. 对 茶 一 B>0, [Du]sa 的 估计 ， 用 sup] Dul, supu! 表 


步骤 工业 已 在 第 9 章 中 处 理 过 ; ( 见 定理 9.1,9.3 和 9.7). 步 
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又 工 和 III 行 将 在 第 13 和 14 章 中 讨论 。 在 第 12 章 中 将 表明 步 
RLV 可 以 在 关于 @ 的 非常 一 般 的 假设 之 下 实现 ， 这 里 我 们 考察 
一 个 问题 来 举例 说 明 整 个 程序 ， 这 里 所 需要 的 估计 不 难 从 前 几 章 
的 一 些 结果 得 出 ， ED, 假设 @ 具 有 特定 的 散 度 形式 


(10.7) Qu=div A (Du), 
ah n=2 而 Q 形 为 
(10.8) Qu=a(e, u, Du) Dyu, i, 7=1, 2, 


我 们 将 在 第 13 章 中 阐明 边界 CQ 的 几何 条 件 在 拟 线 性 方程 
Dirichlet 问题 的 可 解 性 中 起 着 重要 的 作用 。 为 了 现在 的 月 的 ， 
我 们 将 要 求 边 界 流 形 
1 一 80，p) ={(@, 2) €0QXKR z= w(x) } 

满足 方 界 针 率 条 件 ， 即 对 每 一 点 PEL, ÆR 中 存在 过 P 的 两 
AS SE z= ch (a) Al z= wp (x), fi 4 

(i) gp (x) gr <ms) VE aQ; 

Gi) 这 些 平面 的 斜率 为 一 个 不 依赖 于 卫 的 常数 天 一 致 地 界 
AE; 即 对 所 有 的 PEL, | Det) <k, 

F NEO’, pE (O) H I2 是 一 致 凸 的 ( 即 其 主 曲率 有 正 下 
T, 弹 了 满足 有 界 斜 率 条 件 ( 见 [ 卫 人 A1)， 我 们 现在 可 以 断言 下 述 
存在 性 结果 . 

定理 10.5 设 Q@ 或 者 有 形式 (10.7), 或 者 有 形式 (10.8), 又 
HQ, 2 和 9 满足 定理 10.4 的 假设 .那么 , 如果 边 界 流 形 (9Q, g) 
还 满足 有 界 斜 率 条 件 , M Dirichlet 问题 ; 在 2 中 Qu=0, #2 E 
u=p 在 0O”*(Q) 中 是 可 解 的 . 

证 明 AA Q =Q, 我 们 必须 估计 Dirichlet HE.: Æ Q H Qu 
一 0, 在 60 上 uog(0<o<1) 的 解 ， 我 们 依次 进行 上 述 的 各 步 ， 

I 从 弱 极 大 值 原理 (定理 3.1 或 9.1), 我 们 有 


(10.9) sup|u| =0 sup! p] <suplp!. 
Q 22 2Q 


II 有 界 斜 率 条 件 提供 一 个 线性 闸 函 数 , 它 被 用 来 估计 OQ 上 


的 Du， 因 显然 有 
a” (a, u, Du) Dyg = 0, 
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政 由 弱 极 大 值 原 理 , 对 所 有 的 ZE2， 
op (©) suls) Soni ie), 
从 而 我 们 有 
(10.10) sup|Dui<cK sK, 
Edd 
Hp K 是 ae 的 斜率 的 假设 的 界 . 
HI. R LMI 将 从 下 述 事 实 推 得 , ERT B= 1, ++, nn, 导 

数 Dx 是 第 3 章 中 处理 过 的 简单 线性 散 度 结构 丈 方 程 的 羽 解 。 我 
们 首先 假设 @ 有 形式 0.7) 并 把 方程 Qu = 0 写成 积分 形式 
(10.11) | A (Du) -Dds=0, YECA), 
E k, FEV {RL Dp 再 分 部 积分 ,就 得 到 

| ,Dr A (Du) Dru Dnde—0, Yn C\(Q), 
或 ， ti & w= Du, 

| a! (Du) DwDyjda=0, vnEO NW). 


HE RR w E OCO) Je t PEI AR JT ER 

(10.12) D; (a” (a2) Dw) 一 0 

的 一 个 弱 解 , 其 中 a? (2) =a” (Du(@)), 因此 由 3.6 节 的 弱 极 大 值 
原理 (又 见 定理 8.1), 我 们 有 

(10.18) sup) Du sup Dul <K. 


其 次 ,在 公有 形式 ue. 8), r we Qu 一 0 等 价 于 
=0, 


a*t 2q? 

于 是 [ (ot Daut „2 
Ke ALLA Din 并 分 部 积分 , S w= Du, 我 们 得 到 

[a Dw- 2a Dow )Ds 十 DeDoja= 0, 


PEE a Je ER TE A A E y E 
(10.14) D,(aji (£x) Dw) =0, 2%, jJ=1, 2 


3 Diou 十 “Dao da = O, Vn € OR (Q) 。 
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的 一 个 弱 解 ， BANE 

y k (æ, ule), Du(a)) 22 (e, ula), P | 

[cy (a) ] = 
0 1 | 

类 似 地 ， 推 得 Dow FEAT LVR Hy A, 从 而 由 
弱 极 大 值 原理 再 一 次 得 知 估计 (10. 13) RY. 

TV. 导数 Dru 的 方程 (10.12) 和 (10.14) 将 满足 定理 8.24 的 
条 件 ; 其 中 常数 入 和 依赖 于 suplu], sup! Du; 和 系数 a4， 央 此 


我 们 获得 Dw 的 一 个 内 部 Holder 估计 , 即 对 任 一 TAH occa, 
+4 eee 

(10.15) [Du] sao <Ca-*, 5 Eo | 
其 中 正 的 常数 C A BARRE u 和 oa， mi d= dist (o, 90). 但 我 
们 未 能 从 第 8 让 的 结果 直接 推 其 Du 的 全 局 Holder tiit. RNI 
改 训 进行 如 下 .首先 利用 89 的 光滑 性 把 3892 的 部 分 映射 到 超 平 : 
m e=, FEX k=l, = nn 一 1， 关 于 新 坐标 V1，…，y 的 导 
数 Dw 可 用 定理 8.29 eth. 余下 的 导数 Du 最 后 利用 方程 
AS Et LI Morrey 估计 (定理 7.19) 来 估计 .。 这 个 程序 的 细节 将 在 . 
第 12 章 对 一 般 散 度 结构 方程 来 实行 ， 所 得 估计 是 


(10.16) [Du] sa SO, 
HEEREN O AA uM o, 定理 10.5 的 证 明 至 此 完 . 
W. J 


在 这 里 我 们 指出 , 从 第 13 章 的 结果 将 推出 , 定理 10.5 假设 中 : 
E RREZ EY RS E 
Ala, 2, p) lp! 
G (a, 2, p) 
的 有 界 性 ， 其 中 «CQ, |z '<suplg|, |p| 1; ( 见 定理 18.1). 此 
SS BORA, CARR BAY RZ 
A(z, 2, p | 
a" (s, z, p)  pi— Dip) (ps— Dip) 
的 有 界 性 ， 其 中 sE, |z|<sup/o|, |p| =1, (HEM 13.2.) 
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10.4. Leray-Schauder 不 动 点 定理 
对 于 某 些 应 用 来 说 ， 希 望 把 定理 10.4 中 用 的 Dirichlet 问题 
We. TEQ p Q,u=0, Æ 上 w=ogp, 0<o<1l 换 成 出 的 深 , 它 过 
ANA FT DAT BR oO, 因 之 我 们 震 要 定理 10.3 的 下 列 推 广 . 
定理 10.6 设 吕 是 一 个 Banach 43, VEM Bx 0, 了 到 
BA — ERR, SBA @ C3, ET, 0) 0， 假设 存在 
Pi RM 使 得 对 满足 z= 了 了 (zw, 四 的 所 有 a, o) EY xo, 11, 
有 
(10.17) lzla<M, 


则 由 了 w= 了 (w, 1) 给 出 的 届 到 自身 中 的 映射 Ti; 有 一 个 不 动 点 . 
定理 10.6 将 从 推论 10.2 的 下 列 推论 导出 . 
引 理 10.7 B= BLO) BD 中 的 单位 球 , VET & BR 
VPM, CE TB 是 准 紧 的 且 26B8CB， 则 了 有 一 个 不 
证 明 我 们 定义 映射 7" 如下: 
Tz, {Ta} <1, 
re 


TET Te'L, 


BART 是 B 到 自身 中 的 一 个 连续 映射 , A TBE 是 准 紧 的 ， 故 TB 
也 如 此 因此 由 推论 10.2,7* 有 一 个 不 动 点 %， MAH VOBCB, 
我 们 必 有 ;zi <1, 因而 z= 了 Tx. 

定理 10.6 的 证 明 不 失 一 般 性 我 们 可 设 M=1, X 0<s< 
1, 我 们 定义 一 个 从 B 到 员 中 的 映射 7* 如 下 : 


T = > tae > 1—e<je{ <1, 
E 


F T 加 
NEETI 1), U lol <I E, 


映射 7* Bok PES ay th 7’ Wee ee TB 是 淮 紧 的 , FL TOB = 
O, Booey 5] ff 10.7, BRA L™ AP Ae ele). MA 
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kA- irl), 1-4<]al<1, 


_ 1 -glt = 
eo T? m= 2(-), Ox | 1 
1, [al <1-<, 


这 里 =1, 2,- 由 了 的 紧 性 ， 如 有 必要 过 渡 到 一 个 子 序列 , 我 
们 可 设 序列 {ar o) EBX [0, 1] 中 收敛 到 @, o). 于 是 推 得 
0 一 1， 因 车 o<1, RANMA k YA || >1—-1/k, 因此 |2l 
=1, v=T (æ, c), 此 与 (10.17) 矛 盾 。 因 为 ol1, WAT eR 
性 我 们 有 Ti > Te, 1), Mite 也 是 2 的 一 个 不 动 后 .上 
我 们 指出 ， 定 理 10.3 相当 于 定理 10.6 当 了 了 (w, o) = 二 o71% 时 
的 特殊 情形 ， 现 设 已 是 一 个 形 为 (10.3) 的 算 子 ， 并 假定 R82 和 
p 满足 定理 10.4 的 假设 .为 了 应 用 定理 10.6 到 Dirichlet 问题 : 
在 2 中 Wu=0, 在 29 上 w 一 p, 我们 把 这 一 问题 所 入 到 以 下 问题 族 
中 ， 
H Q h Q u=at (a, u, Du; o)Dyu+b (x, u, Du; oc) =0, 
E OQ E u=op, 0K01, | | 
使 得 : 
(i) Qi=Q, b(@, z, p; 0) =0; | 
Gi) 算 子 @ 对 所 有 的 ceE [0, DEQ PRA: 
(iii) Ba, DEC’ (C*(QxRxR*); [0, 1]), 即 对 每 一 ogo€ 
(0, 11, a’, 6EO*(QxRxR*)， 且 被 看 成 从 [0, 1] 到 0O*(QxRx 
RO HR it, Reo’, b 是 连续 的 . 
HAR vEt), aE [00, 1], 算 子 了 定义 如 下 ; $ u= 
人 (vw, c) t Dirichlet 问题 . 
TE Qh a (2, v, Do; o)D,u+b(a, v, Dv; o) 一 0， 
fr 0Q E u=op 
在 C2 24 .O) oe Ry e FETE RE 人 我 们 看 到 , Dirichlet fay 
Bi, Æ Q h Qu=0, Æ AQ bu=p EZR Or) 中 的 可 解 性 等 
价 于 方程 4=T(w, 1) 在 Banach 4/5] Ct? (O) BA FY RTE, 并且 对 
所 有 的 ECO43(8), 有 了 G0) =0. 映射 全 的 连续 性 和 紧 性 由 条 
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4 Ci) FH iti) PRUE; 这 个 论证 的 细节 类 似 于 定理 10.4 的 证 明 , 留 绘 
读者 ， 因 此 由 定理 10.6 我 们 可 作出 定理 10.4 的 下 述 推广 . 

定理 10.8 k? ER 中 的 一 个 有 界 区 域 ， 上 只 有 边界 
6QE0O%9, 又 设 pE0O%*(0). HQ, 0<o< 直 是 一 族 满足 上 述 条 
IFG) GD, GDR, 并 设 对 某 一 B6 宝 0， 存 在 一 个 不 依赖 于 u 
A o 的 常数 并 ,使 得 Dirichlet fa] BR. Æ QP Q,u=—0, Æ OQ 上 入 = 
cp, 0Xo <1 的 每 一 0%”*(02) 解 满足 

| Iu) een <M, 


那么 Dirichlet 问题 : 在 2 中 Gu=0, Æ 3A E u= gp # CO? *(Q) 
FLT AY, | | 

这 里 我 们 指出 , 借助 拓扑 度 理论 ( 见 LS]), 定理 10.6 #1 10.8 

的 假设 可 以 稍 许 减弱 ， 但 因 如 此 得 到 的 改进 并 不 切合 本 书 的 特殊 
MIL 因此 我 们 选 定 完全 避 开 拓扑 度 理论 ， 


10.5. 变 分 问题 

本 节 我 们 考 虚 变 分 问题 ,特别 是 , 它们 与 李 阅 型 偏 微 分 方程 之 
MERR. HOER 中 的 一 个 有 界 区 域 , 是 01(QXRxR") 中 
一 个 给 定 的 函数 . 我 们 考虑 在 CoQ) KEXA I 
10.18) Ten = | F(s, u, Du dz. 


注意 , 因为 VEC01CO9) , 故 梯度 Du 几乎 处 处 存在 且 有 界 可 测 ; Cb 
7.379), MK pg 是 一 个 给 定 的 Co 1(Q) 函数 ,对 集合 

G= {u E01 Q) | TE eQ | u=o} 
HARTA u, Fm). RMB eH aE 

P Rue C ERAR ve C, A usw. 

RIR u F eA, 并 设 7 属于 空间 

Oy = {7 EC°1(Q) | HE AQ E n=O}; 
MM ER, Ba o-utin 必 属 于 C. 这 样 一 来 对 所 有 的 
tER, Ta) <I (u+in), REX 4G) =T(utin), RNA 70) 所 
JAA) XS PA CER 成 立 , 即 .和 在 0 有 最 小 值 ， 从 而 4'(O) =0, dE 
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行伍 分 , 便 得 方程 
(10.19) | {Dp E (a, u, Du) Dm+ DF (s, u, Du)n}dz=0 


对 所 有 FE Co WRAY, Bl ae u t Euler-Lagrange 方程 
(10.25) Qu=divD,F (a, u, Du) —D,F (v, u, Du) =0 
BHH. Yb, 4 FCO? (Qx RXR") H ucca) NO*1(Q), 
u j&t Ye Dirichlet 问题 : Æ Q h Qu=0, Æ 22 Lu=o 的 解 . 因 
此 问题 P 的 可 解 性 棍 涵 着 方程 (10.20) 的 Dirichlet 问题 的 可 解 
性 . 

我 们 称 泛 涵 工 是 正则 的 , 车 被 积 函数 玉 关于 变量 是 严格 西 
W. BR, APEC(AXRXR), W 工 的 正则 性 等 价 于 Euler- 
Lagrange 算 子 Q ARRE, Mit RKA ucca) 满足 (10.20), 
HEIA 上 w=g， 则 

F(t) =. (0) +-4F'(0) +> F"E) = 4 (0) 十- M0, 


对 某 一 满足 此 | < ity Cope, EMME as Mp RAD 
WY, Ju) Fe RE 
D prf Dp: F 
oie or. 
在 xRxRs 中 是 非 负 的 , 我们 有 
INL) =| (Drs P (a, w+ Cn, Dutt Dn) DmDm 


十 二 DC utin, Dut EDn Dm 

HDE (a, u+En, Du+CDr)1?}dex0, 
EEI EER, AOSI EO. AT RR u Hash P Ay 
Afi EE I EIEN, RIAM 9.5 看 出 入 是 唯一 确定 
的 .因此 我 们 已 经 证 明了 

定理 10.9 设 工 是 正则 的 ,并 且 互 对 z Mp mA. W 

变 分 问题 P 至 多 有 一 个 解 . 此外, P 的 可 解 性 等 价 于 Euler- 
Lagrange Fr F iy Dirichlet 问题 ， 在 2 中 Qu=0, 在 62 上 w=g，, 
在 空间 OA) Ky A EHE. 
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ECHIS 

利用 变 分 法 中 的 直接 法 ， 我 们 可 以 开辟 研究 恋 分 算 子 Q 的 
Dirichlet 问题 的 其 它 途 径 。 直接 法 涉及 到 把 集 C 扩大 到 一 个 适 
ny Be BY Gee PR ARI 2 : 间 的 子 集 上 去 ， 在 [LU4] 和 和 [MY] 中 兽 如 此 外 
3 AN PRB — DT, RARETAT Ore BE 

pi fF 且 所 获得 的 解 却 自动 地 属于 OO), BR KER 定 
yo 

C= {Ue <| lul conga aSK), 

Bees E n He 


Pe, RUE Ox 使 对 所 有 的 2€ Cr H ISI). 

对 Pr 我 们 有 下 述 存在 性 结果 . 

定理 10.10 设 FEOI(QXRxR")， 并 优 设 FD,F，D,F 
ECUQXKEXP) i=l, ++, n, BA, MR PRP pihi, 问题 
Pa ARE LEA Cr 非 空 的 I 可 解 . 

证 明 RAMEE Z A L WRT O pS LEE Or AE 
TRER, HAL E Cr 上 又 是 有 下 界 的 , H bg 在 CO) 中 是 
TEAM, WASP. 于 是 ， 设 {um} CO; — BU BR 


we Cx, WA 
(10.21) I (up) -TCD = | (FO, um, Duy) —~F(@, tt, Duy de 
=|, [PF (a, Um Dun) — F(x, u, Dum) \da 
+| [Le u, Dum) — F(a, u, Du)\dx 
= — sup | D,F | | tm — Uw| do 
LIK Ox 
+f D, Fis, u, Du) D: um- uds, 


Hh ASP EF p 的 凸 性 ， 对 固定 的 训令 9 一 Do u, Dw) 并 
Waste PE CQ), 进行 分 部 积分 , 则 


| pD:(un—u)de= — | (tim =u) Dep dx > 0 W m— co 时 . 
D 
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F pEi), WA PELQ), MAE — e>0, FEW MOE 
CIC), 使 


pl Aar” e 
| lp, g: :QZ ~ ƏK ' 
于 是 i D; (ttm 一 他) dæ < J gp-Dilun ude 
+f ge] Dlun td i do, 
{4 m—> co 时 ， | PD; Um —ude—>0, Ti Ath Tum, ue Cx, 
| Di (Wn — u) S2K, 从 而 
f lpo! | D, (Um —u) |de<e, 


A lim sup | PD Un Wd | <e, 


RA 可 以 任意 选取 , 我们 从 GO. 21) 就 得 到 结 i 
lim inf $ (un) >11 (w), 


B, I 46 Cr EAST BU EE FEE. J 

我 们 称 问题 Pr 的 解 为 问题 22 的 一 个 天 - 氢 解 ， 知 存在 某 一 
个 空间 ,在 其 中 对 KK ER 所 有 大- 拟 解 族 是 相对 紧 的 , BOT RE 
得 到 问题 乡 的 一 个 广义 解 , 它 是 对 应 于 常数 {KK}，(Km 一 > 20) 的 
拟 解 序列 {um} 的 极限 .下 述 定理 表明 这 样 得 到 的 问题 乡 的 可 解 
性 是 拟 解 在 CO*%1(Q) 中 一 个 先 验 界 的 推论 . 

定理 10.11 Ruka 2? 的 一 个 五 - 拟 解 ， 满 足 
(10.22) lul cnm <E. 
IBA, mR PEC(OxXRXR) 关于 z AP ERAH, NHR u 
也 是 问题 乡 的 解 . 

证 明 VES, 则 由 (10.22), 对 基 一 8 二 0, 有 

w=ute(o—u) E Cr. 

IN u tÈ Fr 的 解 , 我 们 就 有 


| E(x, u, Du)da<| F(a, w, Dw)da, 
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Wwe w= (Dut ev, MAF LEG, piety, 于 是 
| F(x, w, Duw)dex(A1- s)| F(x, u, Duda 


+e F(a, v, Dv)dz, 
因此 [ Fe, u Dodex | F(a, v, Dv)dx, J 


定理 10.10 $ 10.11 WAAAY] UA EAL em 10.4 FA 10.8 的 
类 位 ， 拒 寻求 拟 解 的 所 需 估 计 分 为 三 步 , 相应 于 10.3 节 所 述 存在 
PETER RAE PRG), GYM GID, IMEK TÉ. B; 

GY {ith sup ul: 


Gi)’ AAG GQ)’, Math 


Ua) = sop i ey 
Gi)! AR GD)", 估计 
~ sup -VO W 
AE sup oy 


ROR, 389,14 和 15 章 中 我 们 的 许多 售 计 (特别 是 比较 原理 
一 一 定理 9.5) 可 以 改写 得 使 之 对 于 变 分 问题 的 拟 解 保 持 有 效 ， 从 
而 使 上 述 步 又 易于 进行 。 此 外 , 在 关于 QA OQ 的 适当 假设 之 下 ， 
利用 正则 性 考虑 我 们 能 够 获得 Dirichlet 问题 : Æ Q F Qu=0, 在 
62 上 ?= 一 0 的 古典 解 . 

在 这 里 我 们 还 要 指出 上 述 方法 借助 单调 黄 子 理论 可 以 推广 到 
散 度 结构 算 子 类 , HAA RAM. CBA, 问题 Pk 的 
可 解 性 被 推广 为 变 分 不 等 方程 的 可 解 性 问题 . 详细 内 容 读 者 可 参 
考 文献 [BW83], CAS], [LL], (UST), PA], [WL]. 


10.6. 附录 : Brouwer 不 动 点 定理 

这 个 附录 专用 于 证 明 Brouwer 不 动 点 定理 ,使 用 最 少量 的 拓 
th. 先 用 行列 式 的 一 个 性 质 建 立 Cr 函数 的 结果 ， 然 后 利用 
Ce 函数 一 臻 冯 近 来 建 谍 任意 连续 函数 的 结果 . 我 们 需要 以 下 
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gA, 

51 10.12 4 F, RR" 是 一 个 C” 函数 .者 
(10.23) A, = det LDF, s.. DÉ, Dirk, t; DE), 
(10.24) $ (—1)‘D;4:=0, 

t=1 
证 明 Æt, GE {0, 1, +, n}, ij. MIKI i 
| Oy = det [D,,;F, DF, ry DF, Dirak, "ys 
D;_1¥, DinaF, +, DAF). 

5 i>, A Oy = Cu, 这 蕴涵 对 所 有 inj, 0 youd 。 于 是 由 行列 式 
的 熟知 性 质 , 我 们 有 


D,A, => 《了 Ca +2 — 1) Os => (—1)’o (i, 9) Cu, 


1, 7<%, 
其 中 oQ, j) = 0, 7 一 加 
—1, 9>%, 

因此 DDA- XCD, Hou. 


BA o(, J) = 一 Ch i) H Cy=Cy, 我 们 就 有 
Do Oy BD, OCs 


一 《一 DÈ 《一 1o, Cu, 


Be. De 1)'DA,=0, J 


| “下 述 引 理 是 对 O” 函数 这 一 特殊 情形 下 的 Brouwer 不 动 点 定 
H., 

31% 10.13 iT ER pM B ARR O” KA. 
WT A@—PtASIA, BME eE B, Te=a, | 

证 明 RT, B>B, HHY MAR ce B, Tess, 
因 x#7Tx， 所 以 点 2 和 Tw 确定 RR* 中 一 条 唯一 的 直线 Y=% 十 a(% 
Te), i 它 与 球 的 边界 OB 怡 交 于 两 点 ， 设 ao 是 直线 与 08 相交 
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Aba 的 非 负 值 ， 则 als) 是 二 次 方程 
(10.25) 1=|z+al(z— Tor) |? 
= la 7+42aa-(a—Ta) -ally-- Trl? 
的 较 大 的 解 , 即 
(10.26) 
xc) =E (Ta— s) + ([a- (s — Tw)]? + dio) lo To) l 
‘a —Ta'? 
因为 Iz 一 Tx1>0, 二 次 方程 (10.23) 的 判别 式 不 为 零 , 因此 a; Bo 
R 作为 C 函数 的 复合 
仍 是 一 个 Cm KA. JL 
何 上 很 显然 《图 2) ， 若 
ZEB, iti] alx) 一 0， 即 
la] 一 二 这 由 (10.26) 也 
可 直接 得 到 ， 现 在 定义 
(10.27) 
F(t, x) 
=+ ta (x) (z—Tr), Æ 2 

W F. [0, 1] xB>B 是 一 个 Cm BH, WA 

oe a) 一 0， 当 |z| 一 1 时 ， 因 a(s) = 
(10.28) 


%+@(@) (2—Tz) 


¥™=2+-a(e—Ta) 


F (0, 2) =T, 
Fd, 2) |=1, Hal) Me x. 
设 Ao (i, æ) =det[D,F Ç, v), "> D,E (t, 2Z)] ,并 考虑 积分 


(10.29) I(t) -| Aoli, 办 dz. 


直接 可 见 4o(0, w) =dot I = 1, A ie I 0O) Æ BAR, EX TS. 

因为 |FG, 2) |=1, WE 4, o) =0, FXE, OBR-TPn-L 
维 曲 面 ， 而 AoC, v) 的 行 都 是 3B te FC, 切 的 切 空间 中 的 向 量 ， 

从 而 必 线 性 相关 . FA TG) =0, 我 们 来 证 明 LO) 是 一 个 常数 , B 
I' (t) =0, 以 建立 一 个 矛盾 . 为 证 明 这 一 点 ,在 (10.29) 中 的 积分 号 
下 求 微分 , 由 (10.24), 便 得 
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I'(t) = | ,DiAols, 2)da~ >" (一 TD 后 | DAlt, 2)de, 
其 中 
(10.30) 
A(t, 2) =det[D,F, D,F, ---, DaF, Dui¥, -, DF]. 
A B= BN {rER', T; = 0}, 和 对 gE B, 定义 
gt (æ) =2+ (0, +, oD, 0, 


ps (æ) =at ©, - ， 一 对 一 Sapa. …,0). 


(一 ge wees 
则 上 DAt,2)do={ E stm DA, Daw 


=| [A(t git (0)) — A 0, PT (Odor “denad adz, 
0, jl e n. 
BEL, Balp |= lpr a) | =1, P (10. 28) 我 们 有 DE (t, 
yt (2))=0, Kish Al, pi (2)) =0, “Hh LO. 30)， 只 需 注意 这 个 行 
列 式 的 第 Fa DE, pi ræ). 
我 们 至 此 便 能 够 证 明 对 于 连续 映射 的 Brouwer 不 动 点 定 理 
定理 10.14 设 了 是 从 Rr" 中 单位 闲 球 B 到 自身 中 的 一 个 连 
续 映 射 ， 则 全 有 一 个 不 动 点 ， 即 对 某 一 2EB, Toma, 
证 明 Oi 
Te= (t(s), ty Cw), mee, MSSE 
是 下 的 坐标 函数 分 解 ， 由 Weierstrass EWEN [RY], 每 一 上 是 
Bo[-1, UNC? A i U-BAR, HANER i=l, 
“m k=l, 2, +, EB, RWIE. B 
| | T ’=lim Tk | 


一 致 地 成 立 , H T= Gi, +, i): BoB, TEE 10.13， 对 每 
一 整数 5， 存 在 一 点 OEB, 使 
Ty (2r) = Ue, 


KY BERR, o 有 一 个 子 序列 mw KAE AEB., 因此 ， 当 
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joo 时， 
|Pa~al<|Tae—Ta,,| +) Ta,—T21,) + Dv, Del 
+ Tae] 
= |T (æ — gr) l + 1 (T — Tra) Cr) E eeo, 
于 是 Te 2, 因为 左 端 是 不 依赖 于 3 的 . 】 | 


评注 

以 一 个 等 价 形 式 写 出 的 Brouwer 不 动 点 定理 首先 由 Bohl 得 
到 (BO), 10.6 届 的 证 明 是 按照 [DS] 中 介绍 的 方法 进行 的 . 
Schauder 不 动 点 定理 ; 即 定理 10.1, FE (SC1] 中 建立 并 被 Schander 
在 [SC3] 中 应 用 于 非 线 性 方程 定理 10.8 和 10.7 是 Leray- 
Schauder 定理 [LS] 的 特殊 情形 。 我 们 对 这 些 结果 的 证 明 分 别 遵 
循 Schaefer [SH] 和 Browder [BW2] 的 证 明 ， 对 Dirichlet 问题 的 
应 用 , 即 定理 10.5, Ai E Gilbarg(GL2], 对 方程 (10.7)，Merrey 
([MY5jp. 98) 证 明了 定理 10.5, 他 仅 假 设 了 有 界 斜 率 条 件 ， 而 没 
有 作 定 理 10.4 中 关于 和 9 的 正则 人 性 假设 . 
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#4- 
两 个 变量 的 方程 


二 维 拟 线性 椭圆 型 方程 的 理论 比 之 高 维 情形 在 许多 方面 更 为 
简单 ， 并 在 某 些 方面 更 为 一 般 。 本章 涉 及 该 理论 之 体现 二 维特 征 
的 若干 内 容 ， 尽 管 关于 拟 线性 方程 的 基本 结果 都 可 以 用 另外 的 方 
法 推广 到 高 维 去 . 将 会 看 到 ， 这 个 理论 的 特殊 之 点 建立 在 对 两 个 
变量 的 一 般 线 性 方程 有 效 的 强 先 验 估计 之 上 . | 


11.1. HUE OM 
TEAS PRC BS BEA ATT ZEB AE FB p E 


着 特殊 的 作用 ;〈 例 如 见 [OH])。 这 里 我 们 将 主要 涉及 来 源 于 拟 保 - 


角 有 映射 理论 的 先 验 估计 ， 从 z= 0w, y) 平面 中 一 个 区 域 Q 到 w= 
(2,，9) 平 面 的 连续 可 微 映 射 2=p(z, y), 9=g 《4,9 称 为 在 Q 中 
是 拟 保 角 的 ， RENAN, 着 对 某 一 常数 K>, A 

(11.1) Pet Py tqa tg SZE (pedy— Pye) 

对 所 有 的 @. y) ER RE. 虽然 从 当前 目的 来 说 ，2D 和 9 属于 
C 2) 就 够 了 ， 但 本 节 所 推演 的 结果 同样 可 应 用 于 在 Wise 中 连续 
的 p, 9, 即 有 局 部 平方 可 积 弱 导数 的 连续 函数 p, q. 

u K<1 时 , 可 以 看 出 (1.1) 蕴涵 Pp 和 9 是 常数 ,因此 我 们 将 
mk K>, 对 大 =1， 映 射 w(2z) =p) 十 和 (全 定义 2 的 一 个 解 
mw. BK SLN, 不等式 (11.1) 的 几何 意义 是 ; 在 Jacopi 行 列 
式 非 零 的 点 上 ,2 平面 和 多 平面 之 间 的 上 映射 保持 定向 , 并 使 无 穷 小 
圆 变 汶 离心 率 一 臻 有 界 的 无 穷 小 椭圆 ， 其 短 轴 与 长 轴 之 比 以 a= 

一 (K? 一 ?>>0 为 下 界 ， 这 段 议论 可 由 直接 计算 来 验证 . 

考虑 由 下 述 不 等 式 定义 的 更 一 般 类 型 的 映射 人 (z， 急 一 (2，9) 

是 有 意义 的 
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an 


AS! | 


Ay 


(11.2) Bee Be det Gy 52K (prqy— B92) + K'; 
Eopk, K'E, Kzl, K'>0. 虽然 其 几何 意义 已 不 表 相 
fa), 但 我 们 仍 称 遵从 (11 .多 的 映射 是 (区 ,下 沾 -所 保 角 的 ， 在 下 面 
的 讨论 中 将 会 看 出 ， 满 足 (11.1) 和 各 (11.2) 的 上 映射 自然 地 来 髓 两 个 
STEN AS AT, 而 p 和 一 9 表示 解 的 一 阶 导数 ， 
本 廊 的 目的 古 推导 ( 坟 ， 长 ')- 拟 保 角 映射 的 完 验 Holder 内 全 
计 . 主要 结果 将 是 关于 Dirichlet 积 
(11.3) Zir2z)= {| |Dw|3dady= | (wsl? + |r0, |2) dv dy 
By(2) By (2) 
的 引 理 的 推论 ，(11.3) 是 (KK,，K')- 拟 保 角 映射 包 在 圆 域 BG) 
取 的 息 分 ， 当 无 二 义 时 ,把 全 7, Dw Dr), EB, ane 
引 理 11.1 i w=ptig FETA Be= Bro) PH 
KBR AGN, 满足 (11.2), 其 中 KDI, K'>0, VE Bpr A y 
<M, WIRE r<R/2, 


2a 
A14) Dr) = ||| Duitdrdyso( Z)", a= K- (KD 
By 
Hp C= O,(K) WP +K'R?), AK’ =0, 结论 对 K =1 PRN. 


证 明 ”我 们 首先 建立 在 半径 为 及 /2 WEIR Dirichlet 积分 
汐 一 个 估计 、 从 U1.2), 在任 一 同心 癌 B.CBz 中 我 们 有 


. , 个 - — y efi alp, 9) att 7 rr ， 
(11.5) Sm) = [finu 2 da yk] dz dy 4- K'ar 
=2K | ph ds+ K'ar, 
其 中 s KIR C= 0B, WAARA ARR, ARE Cr) 
=| | Dw \*ds 这 一 事实 , 注意 到 
_ &g a.\3 
oa 人 本人 ea Ipara) 
4/2 
<( | pds | | Dulas) <M (2rd (Ya, 
在 (i141.5) 中 刑 用 这 一 估计 并 把 右 端 第 二 项 中 的 7 代 以 RB, 就 得 
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(11.7) (Dr) —hy]*<horD' (x), 
其 中 ky =0R7K', k.=80M7*K*, 现在 或 者 全 (R/2) 志 所 这 时 我 们 
有 所 需要 的 估计 ; 或 者 , BAR ALOE, 则 对 某 一 7 一 ro 三 R/2, Dr) 
> 后 ,因而 对 所 有 更 大 的 7 也 如 此 ， 币 分 不 等 式 (11.7), 从 而 可 以 
在 TOK TANT RICA 中 积分 , 即 得 

EO BO AP ee PR 
Bory R/2, 0 一 五 ,我 们 得 到 


(11.8) 


8a 2571 
Tog 2 +oaR?*K’, 


我 们 指出 在 导出 这 个 估计 时 除去 K 的 非 负 性 外 对 K, 下 ' 没 
有 其 它 限制 ， 还 要 指出 -一 般 说 来 不 可 能 在 整个 圆 Be 中 得 到 一 个 
这 样 的 估计 ， 这 由 解析 函数 =z, n=l, 2, … 的 下 述 集 合 即 可 
说 明 , 它们 在 |z! <1 中 都 满足 1w| 志 1, {24 n> co 时， 
{| | Dw, |? da dy 一 > oc; 


tziei 


另 一 方面 ， || Dwl dedy<0 8) <co 3HE RERI >O HL 


立 ， 这 里 C8) 不 依赖 于 %， 
我 们 现在 从 Dirichlet 积分 在 Brza 中 的 界 (11.8) 进行 对 
分 (7) 的 增长 的 估计 ， 从 不 等 式 


2, L 2 
Pay! SF Pet a dy, | Dyz <5 + 5th (a>0), 
我 们 得 到 。 J =pady—pyte< [w g w], 
因此 , HE 11.2) SALTS 


Ww, ?-+ lwi*<2KI+K’', 
并 令 a= K — (K?-- -1)12( 或 等 价 地 ， K = (14-a*) /2a) ,我 们 发 现 
ea 1 2K’ 
ja | PS | ey 十 (oat 
Tue 
<。 244+ 


qay er 1 | 


aku 


(11.9) | wy |? == 


1 
Tage wl to | we |”) 


277? 
< 1 (| Doj? 二 2) 


— a 


因为 (11.2) 在 旋转 下 是 不 变 的 , 故 这 个 不 等 式 当 wr R AEAT 
回 导 数 ws 时 仍然 有 效 . 


我 们 将 应 用 (11.9) 来 求 得 (11. 翅 中 | prds 的 一 个 更 精确 的 
估计 . p= po) p 在 圆周 CO, EREE. W 
(11.10) |. pq d= (p— P) gads < 4 | ; | a rg lds, 
现在 使 用 Wirtinger 不 等 式 [HLE] 
in [p(r, 6) —p]’ d< i: dð, 
Bp 
(11.11) | (p—p)#ds<p2 | _ pis, 


GE p=plr, DERAT 6 的 Fourier 级 数 并 应 用 Parseval 等 式 ， 
EAU Ti SR) MEAT. 11) A 中 , 我 们 小 出 


因此 由 (11.9)， 
y 2 2ra? K' 3 
|, po ds < aana], | Dw | ds+— 一 一 ai 
现在 把 这 个 不 等 式 代 入 (11.5), 并 再 次 利用 关系 式 
| | Dw |#¥ds=D' (r), 
我 们 即 得 微分 不 等 式 
(11.12) Dlr) < LO") 十 ra b= wK' (14 — ). 


这 蕴涵 着 joe 


Æ r P ro 之 间 积 分 这 个 不 等 式 即 得 
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(11.13) Dr) <| Dro +4 + 


大) 


S ry = B/2 并 插入 界 (11.8)， RAANEI., 4), H 
H O=max{0;(K), Os(K)}(M?+K'R?), 而 


= n 到 ， | Te 人 (+ a )I. 

最 后 我 们 注意 当 K'=0 时, Grif K=1, m O 化 为 CLM’, 
上 述 推理 将 不 受 影响 . J 

Morrey 的 下 述 引 理 提供 了 从 Dirichlet 积分 的 增长 的 估计 过 
波 到 关于 函数 本 身 的 Holder 估计 的 本 质 的 一 步 . 

SIH 11.2 i wE), Bcc, dist(Q, dQ)>R, Rik 
存在 正 的 常数 C, a 和 肪 ， 使 得 对 于 中 心 2E6 BB r<R'<R ih 
所 有 加 有 和 


T(r; 2) 一 {| | Dw |? da dy<Cr, 


B,(2) 
则 对 所 有 使 得 2 一 和 | < 下 W z, 22 €Q, 我 们 有 


|W (Zo) — w (21) | <2 Sizzle, 


这 个 引 理 是 应 用 Schwarz 不 等 式 从 m=2 情形 的 定理 7.19 
所 得 的 直接 推论 ， 以 上 面 形式 叙述 的 引 理 , 其 证 明 在 [ES] 中 给 出 . 

前 述 几 个 引 理 汇 综 在 ( 严 ， 五 )- 拟 保 角 跌 射 的 下 列 Alder 先 
Be RIT zB. 

定理 11.3 没 w 是 在 区 域 0 iy CK, K) $9. BAM, K 
>1, K'>0, 3##&|wl|<M, BHOccaA, dist(A, 2Q)>d. Txt 
MAR a, CO, RNA 
(11.14) |w(e) —w(%) | < 


其 中 C=O1(K)(M+dvVK'). # K'=0, IW O=0,(K)M A 
论 对 K =1 也 有 效 . 

证 明 首先 假设 | 一 筷 | <4/2. 于 是 引 理 11.1 和 11.2 的 条 
件 对 R=d 和 R'=4/2 Ry, 因而 有 
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,a=K- (K-12, 


Za — 24 
a 


Sar nail 


lw (ze) — w (z) | <L 


其 中  L=0(K) ON Ka) CCE (M-+d/K'), 
F | Zo — 2 | > a /2 » 
|w (22) — w (4) | <2M<2M |2- 所 A)" ag) 222 
d 
z 
因而 定理 得 证 ,其 中 O.(K) 一 mmax(4, C(K)), J 

附注 Ge a= K -— (K7-1)*? YF 5)] E 11.1 和 定理 
11.3 的 成 立 来 说 是 最 好 的 〈 即 最 大 的 ). 这 可 由 K-Way 
Wo) = rte 这 一 例子 看 出 ， 其 中 a=K—(K*#-1)¥74, Ex 2=0 
刚好 有 Holder 指数 a， 带 有 较 小 指数 a 的 同样 结果 (对 KS, 
K'>0) 可 以 引 理 11.1 的 一 个 稍微 更 直接 的 证 明 ( 从 (1.5) 着 手 ， 
省 略 (11.9;)) 得 到 ; 在 这 种 情形 ， 强 形式 的 Wirtinger 不 等 式 
(11.11) 是 不 需要 的 ( 见 END), 

(2) 反例 表明 引 理 11.1 和 定理 11.3 当 K=1, K'>0 时 对 
THA a= K- (K?3—1)* (H3 e=1) KA (WYW 11.1). 但 
Aa PE I = 1.2), EERE BAY K 值 满足 这 
样 的 不 等 式 ， Mig | BE 4.4. 和 定理 11.3 ATRX TE Et RE ay 
1 的 指数 & 可 以 应 用 . 

(3) FO FW, 并 可 用 六 个 直径 为 d/2 的 圆 域 覆盖 ， 则 从 证 
明 可 以 看 出 ， 定 理 11.3 在 较 弱 的 假设 p| <M 之 下 仍然 有 效 ， 这 
时 (11.14) 中 的 常数 CO 还 依赖 于 六 , 从 而 依赖 于 O 的 直径 . 

(4) 全 局 信 计 ， 痢 w=p 十 iq EEO RM OQ ERK, K"')- 
Hir fag, H ?E07(Q)， 则 定理 11.3 可 以 加 强 为 对 妈 的 全 局 
先 验 Hilder 估计 、 特 别 , Flw <M HHE 3A b p=0, WwW 
是 全 局 Holder 条 件 ， 其 中 Holder 系数 和 指数 仅 依 束 于 K, K', 
MA 2, 为 指出 证 明 的 轮 廊 ， 设 09 是 有 限 个 彼此 部 分 重 迭 的 绝 
的 并 ， 每 一 绝 可 用 在 该 弧 邻 域 中 定义 的 一 个 适当 的 Cr 微分 同 E 
(1, Mo, 0) 拉 直 .函数 忆 关于 变量 (6, DAWA, FA 
常数 x, x 依赖 于 EK, K'A Mnl 作 反 射 ， 于 是 在 扩张 
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THC, m FEE pE, —n)= -pE Node, =n) [=g n), 
出 此 看 出 函数 p+ig 定义 一 个 (xz，2z) -WEARI BOR RA 9 
计 对 它 适用 ， 回 到 (z, y) 平面 ， 于 是 我 们 得 到 在 已 有 效 的 w 的 
Holder fath; A 
w (21) — w (23) | <C [z1 — za], 21, 22 EQ, 

其 中 a=a(K, K', Q, C=C(K, K', Q, M). #02 上 w= 
p, 其 中 pEC*(Q), Alplizo<M’', WSR p—p RE p, 我 们 看 到 
w 满足 同类 的 全 局 估计 ， 现 在 a AC RTK, K', M, MAM 
Q | 


11.2, 线性 方程 梯度 的 Holder 估计 

上 节 的 结果 现在 要 用 来 求 一 致 椭圆 型 方程 
(11.15) Tt = atins + 2b Ugy + ou =F 
的 解 的 一 阶 导数 的 Holder 内 估计 ,其 中 a, b, oc, 下 定义 在 2= (a, 
y) 平 面 的 一 个 区 域 8 中 . 设 入 一 入 (%), A-A 表示 系数 矩阵 的 
竺 征 值 ,于 是 
(11.16) A CE? Hn’) Sa + 20£n+ er? <A (E7477) 


Vg, n) CR’; 
并 假设 元 在 4 中 是 一 致 顶 圆 的 , 对 某 一 常数 7Y 宇 1 有 
(11.17) fey, 


我 们 还 假设 sup ( 1/ 和 40. 将 (11.15) 除 以 最 小 特征 值 和 ,我 
们 可 设 入 ==1 并 且 (11.16) 对 入 =1 和 =Y 成 立 , 同 时 | 入。 以 
下 即 作 此 种 假设 ， 令 


P= Uz, q= Wy 


我 们 可 以 把 (1.15) 写 成 方程 组 


(11.18) Z pp Py t %y= £, Py =x. 
形式 地 进行 微分 , 可 以 看 出 2 EREE AI — Se aR A 
(Z pat 2 py). + (py)y=0 
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CER ROE) 的 一 个 解 ， 类似 的 方程 对 9 也 成 立 ，( 见 定理 10.5 
的 证 明 )。 本 节 所 导出 的 Dp 和 9 的 Holder 舍 计 也 可 用 第 8 章 中 对 
散 度 形式 方程 所 沿用 的 方法 来 获得 ， 对 m=2, 其 细节 与 这 里 介绍 
欧 茜 于 拟 保 角 上 映射 的 方法 并 无 根本 的 差异 . 

AE 11.18) oi HEL cp, 我 们 得 
p+ py <ap,—2bp,p,+ ep, =cJ +- fpr, J =QePy— Type, 

类 似 地 有 gst gy a +f, 

把 这 两 个 不 等 式 相 加 并 注意 到 2<6+c=1i 十 <1 十 y, RMA 
(11.19) | Dp|?+ Dq’ (ate) J f (ptg) 


<I +EH eC pel la). 
插入 不 等 式 
(L+y) uC! pel + pyl) <e (p+ p) +32 pty) ui, eœ>0, 


并 国定 e=1 (e<2 特殊 这 反对 我 们 的 自 的 是 水 质 的 ) 我 们 
M (1.19) 43 3 
(11.20) ‘Dp |?+ | De \?*<204+y)J+ d+y) 77/2 
fA w= p— ig (或 4 十 ip) 定 义 一 个 (KK,， K")-WRAR, 它 满足 
(11.2), BoR AS BE 
(11.21) K=1+y, K'=(1+y)*u 
Rie 人 充分 小 , 可 使 常数 K 任意 接近 (1 十 7) ja 

车 了 一 0， 从 (11.16) 和 (11.17) 直 接 可 得 不 等 式 

| Dw '?#=|Dpi?--|Dq\?<(@toJ<A+y)J. 

EXE PRB w=p-igk K-WRAW, 其 常数 下 一 (十 7)72. 
一 个 初等 但 更 行 细 的 计算 表明 最 小 拟 念 和 角 性 常数 不 超过 大 = 
(y+1/y)/2 (03 11.3, 又 见 L 了 A1])， 

我 们 现在 建立 Ul.16) 的 解 的 基本 估计 , 那 是 后 面 非 线性 理论 
所 需要 的 .我们 月 记 各 d=dist(*，6002), di, = min (da, da), 以 及 
在 人 .17) 和 (6.10) 中 定义 的 内 宰 沁 数 和 拟 范 数 ; 特别 是 


Lujia= sup dy" “Du Go) — Dus) | LA sup de|f/Nl. 


PT | 2g — Z1|” 
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定理 11.4 Bue 
Lu= ars + bury + cu =F 
KHAR COR, Hh LEER 的 一 个 区 域 2 Hi 1.16) Ar 
(11.17) 的 一 致 椭圆 算 子 . 则 对 某 一 a=a(y) >0, 我 们 有 
(11.22) [ulia SOC lult FAP), C=0(7). 

这 个 结果 的 显著 特征 是 估计 (1.22) 仅 依 赖 于 系数 的 界 而 不 
依赖 于 任何 正则 性 质 .， 这 与 Schauder 估计 (定理 6.23) 相 反 ， 后 者 
同时 还 依赖 于 系数 的 HOlder 常数 . 第 8 章 对 于 个 变量 散 度 形 
式 方程 的 Holder 估计 (定理 8.24) 也 不 依赖 于 系数 的 正则 性 质 ， 
但 这 些 估计 仅 关 系 解 本 身 而 不 是 它 的 导数 . 定理 11.4 当 n>>2 时 
的 类 似 结 果 的 有 效 性 尚 属 疑 问 . 

定理 11.4 的 证 明 Hz, zo 是 0 的 任 一 对 点 , 令 24 一 45, 并 
SY O={2EQld,>d}, Q" ={z2EQ' |dist(z, 29) >d}. RINE 
Bia, aC", RSE AE 11.8, 不 过 Q', QO" HIRET 
其 中 的 Q, Qi K=1+y, K'=(A+y)sup|f/s]]*/2, w= pig 
所 满足 的 用 梯度 Du 表述 的 不 等 式 Ll1.14) Æ a= (1+ y) — (7+ 
27) “时 变 成 


ge DUG) AD | <o (sup] Du +dsup|f/h|), C=00)), 


C 2 
<7 (sup h| Du(z) | +sup dz |f/\1); 
因此 


aige | <O (enp dsl Du | +sup a2 f/21), 


这 就 比 涵 着 (wea <O (iot LF /A182). 

A} J=k—1, B= 0 的 内 插 不 等 式 (6.8)， 即 

(11.23) [ul i<e[eliatCr|ulo, (01=0(2)), 

给 出 [ela OCe [ul at Olulo F/M). 

选 s 满足 CoS, 我 们 对 一 适当 的 常数 C- C(y) 得 到 
[u] ia SO (lulot |f/ALP), 
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JERE fia BE BRR (11.22), J 

M (11.22) 和 内 插 不 等 式 (11.23) 推 出 范 数 估 计 
(11 .24) uiia SCO (lulo t IfA, C=0(7). 

全 局 估计 

定理 11.4 在 关于 边 信和 解 本 身 的 适当 光滑 性 假设 下 可 推广 
J Oh? (0) ith) 因为 , 在 定理 11.4 的 条 件 之 外 , 再 设 EC2(D)， 
人 2 是 一 个 0? 区 域 ， 并 设 在 62 上 w=0.， 则 可 肠 言 有 全 局 估计 : 
luli an SO, xE a=aly, Q), C=C(y, Q, |ui o, If/N\o). HE AY 
HRT. A THW, RIS v=u/ A+ |Duio), Fit v WE Le 
=f/1+ |Du|o) E| Dol <1, HAAHR 08 可 被 有 限 个 相互 部 
PHAN MES, Ape mae CECH SHRANK — Pid“ 
的 O? GAAS IR (2, Woe, 四 ) 拉 直 成 ?=0 上 的 线段 ， 与 民工 .20) 
MES, RIN p=, n), q=, n) GER p=, q= —%») 
HECE, 7) 平面 中 是 (x, x 站 - 拟 保 角 的 ， 常 数 x 一 x (y, Q), x =x Cy, 
Q, F/A o (RINE Do] <1). RAH n=0 E p=0, 与 11.1 
节 末 尾 附 注 4 中间 样 的 论证 表明 ; p Ag, Mill Do, 满足 RRE 
局 Holder 估计 ， 其 中 Holder 指数 a (WK RMF y 和 2， 而 Holder 
系数 还 依赖 于 S/A 于 是 

[ins<CG+Duelo， C=Cly, Q, |f/Alo), 
. 再 通过 内 插 ( 见 引 理 6.35), 我 们 得 到 估计 
luli aa SO (Y, Q, lujo FAA lo), a=aly, 2), 
Poc) Ht 02 Lu=y, MA, ZBH u— p RR 
u, 并 记 住 |ule 可 通过 sap|g| 和 | /le 来 估计 (定理 3.7)， 我 们 就 
推出 了 先 验 全 局 界 
lulan s0 =0 Cy, Q, lela |F/Nlo), a=aly, Q). 
a4 UR eae PR ART OF AD OY E AoE N 


性 ， 从 证 明 的 细节 显然 可 见 : 对 O 的 依赖 性 可 通过 O 的 维 数 以 及 


we E=EC, y), g=, 幼 的 一 阶 和 二 阶 导数 的 界 \ 即 24 的 CC 
性 质 ) 表 述 出 来 . 
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KARERA ERR TIERE. w 82 对 某 一 6B>0 
是 一 个 O78 beak, f 和 工 的 系数 属于 OQ). i uco a)n 
OM, pCOC?2(Q) E Q F i g Iu=f, 在 99 L u=p, R 
UCO) 并 且 ulnas O, * Ba=-aly, Q), C=0 (y, Q,- 
Pile, F/Alo), RINER u DURE 22 上 是 连续 的 . 由 前 吴江 
容 经 过 一 个 逼近 论证 可 得 证 明 .， BD, WMR adm, bm, Cm, fm, M=], 
2,… 是 在 C4(@8) 中 适当 选择 的 在 2 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 到 w, b, 
c, 上 了 的 函数 序列 , Dirichlet 问题 :在 如 中 Lmun =fm, Æ Q E tn =p 
对 应 的 解 Un 属于 C?(Q), 并 且 ( 由 前 述 结 果 ) 有 一 致 的 CU"(2) 界 
(Umiira SO, Flt a ALC 是 不 依赖 于 和 的 常数 .由 Schauder (A fy 
计 和 唯一 性 ， 序 列 亿 wm} 收敛 到 Lw=f 的 给 定 解 w， 由 此 推出 入 也 
有 同样 的 CP**(0) 界 ，|j|w|1,a。<CO， 这 正 是 我 们 的 断言 . 


11.3. 一 致 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 | 

本 区 我 们 用 第 10 草 中 概述 的 手续 的 一 种 变形 来 证 明 存 在 性 . 
这 里 处 理 Dirichlet 问题 的 细节 一 般 比 在 第 10 章 的 Dirichlet 问 
题 中 更 简单 , 那里 毛 用 手续 的 某 些 步骤 可 以 省 去 . 

我 们 考虑 定义 在 (%, Y FA FR KR O 中 的 一 般 形式 
(11.25) Qu=a(a, yY, U, Uz, Uy)Use+2b(@, Y, U, Us, Uy) Uzy 

+6(@, Y, U, Un, Uy) Uyy tf (a, Y, U, Us, Uy) =0 

yy A he AE aR Ua) E HÆR Dirichlet 问题 ， 关于 算 子 4 我 们 将 假设 : 

O Kä a=ale, y, u, p, g), =, Fafa, y, u, p, q) 对 所 
有 的 人 2 y, wp，9) EQXRxR? 有 定义 , BH, WHE— BE (0,1), 
a, b, c, f EO (OXRXRA, 

Gi) AT QURAN vO ha B ARE ER 
特征 值 和 一 X2 y, u, p, g), A(z, y, u, p, 9) 满足 


(11.26) 1<<y(\ul), V(@ a u p, q) CQXRXR, 


这 里 7 是非 减 的 . 
GID 函数 了 满足 结构 条 件 
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|f 
(11.27) = <p('ul) A+ lp} +lal), 
(11.28) + sigenux<pvil+|poi/+i¢l), 


Vir, Y, U, p QEQaxRxF?, 

XE we FEAR RES o AEE AAS Be. 这 些 对 应 着 线性 方程 中 关于 
低 附 项 的 条 件 . 清和 足 (11.28) 的 方程 曾 在 9. 工 节 讨 论 过 . 

我 们 刺 在 建立 下 述 存在 定理 ， 

定理 11.5 ROMP? 中 一 个 潢 足 外 部 球 条 件 的 区 域 ， 又 设 
Pre C2 上 的 连续 前 数 ， 若 凡是 一 个 满足 条 件 人 GD ~ Gi) hog 
拟 线性 算 子 , 则 Dirichlet 问题 
(11.29) Æ Q H Qu=0, Æ CQ E u=p, 
有 一 个 解 wE0*%3(0) NCONOD), 

证 明 我 们 衣 先 在 比 (11.27) 更 强 的 假设 


| Fi - 
(11.30) £ <p<oc (w= #O 


之 下 证 明定 理 . 推 型 的 基础 是 归结 为 Schauder 不 动 点 定理 《定理 
10.1). 为 定义 出 现在 该 定理 陈述 中 的 映射 人， 我 们 做 下 列 考察 . 
hv Ze FE QO Ay AB Holder 连续 一 阶 导数 的 任 一 有 界 函 数 ， 并 
Ka=a(e, y)=a (x, Y, V, Ur, vy), © EWE e RE RRP H u 
所 得 的 台中 的 局 部 Holder 连续 函数 .因为 SAAR, BEN 
6.13 椎 出 线性 Dirichlet 问题 
(11.31) FÆ Q P au,,+2bu,, cty t f=0, TE dQ ku=g, 
AME — i wEO?(Q) NCQ), Heo 3.7 我 们 注意 到 
wlo=suplu, <sup|y] +Ciw= Mo, Oi = Oi(diam Q), 


Woh, #& sup |v SM HES youy Mo), MEE 11.4 我 们 有 

(11.32) Uji SO ( tiot yl(diam Q)’, a=a (Yo), C =0 (y0), 
<C (Mo+uldiam DA =K., 

我 们 特别 指出 这 个 估计 侈 依赖 于 定义 方程 (1.31) 的 系数 时 所 用 

AY PAU 的 界 AL, 
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现在 我 们 引进 Banach 空间 

Ob = OF *(Q) = {uEC™*(Q) | [ult aa<}, 

Erh a $ (11.82) py Holder 指数 . 我们 可 以 在 集合 
S={vECh*||vfia<K, |vlo<Mo} 
上 定义 映射 全 如 下 ， 设 vw 一 To 是 线性 Dirichlet 问题 (11.31) 对 
的 唯一 解 。 由 于 (11.32) MA lulos Mo, RNA VES, Aik 
TÆ SHEIKH H. 因为 人 @ HWA Ze Banach 空间 
Cr = {wE OC? (O) | |u] ia <o} 

中 是 闭 的 , RET EO 中 是 连续 的 且 象 ZS 是 准 紧 的 , 我 们 就 可 
以 从 Sehauder 不 动 点 定理 (推论 10.2) 得 出 了 T 了 在 写 中 有 一 个 不 动 
点 ，4 一 Twu， 这 将 为 问题 (11.29) 在 假设 (11.30) 之 下 给 出 一 个 解 ， 

AWTS HCl PERN, 我 们 首先 注意 到 集合 祈 ， 从 而 
7 己 , 在 8 的 每 一 个 点 是 等 度 连 续 的 . RIPE TS Hh HACE 
一 点 zw EOQ 也 都 是 等 度 连 续 的 .。 因为 设 w 是 在 定理 6.18 论证 中 
的 闻 函 数 ， 了 函数 忆 仅 依赖 于 (方程 (11.31) 中 ) 椭 圆 性 模 数 ye 和 在 
20 OAA t 4, 它 有 性 质 : 对 任何 e>0 AIA RR VCS AS 
WHR’, 11.81) A u=To 在 8 中 满足 不 等 式 
(11.33) [wz) —p(%) |<e+k,w(z), 
因为 当 2> 2 时 ww(2) 一 0， 这 就 蕴涵 集合 TSE my 的 等 度 连 续 
性 ， 从 而 TE 的 函数 在 8 上 是 等 度 连续 的 .因为 TS 是 Cb 中 
的 有 界 等 度 连 续集 , CE Ce 中 必 是 准 紧 的 ( 见 引 理 6.33). 

了 在 Ox 中 的 连续 性 用 类 似 的 方式 来 证 明 ; 设 2,2,.€S, n=l, 
2,00, Fon vi> o), BRu=To 和 序列 un =T tn 
n=1, 2, ---; RIEA] u —ult—>0. H Schauder 内 估计 和 推 
论 6.3 之 后 的 附注 推出 ， 一 个 适当 的 (重新 编号 的 ) 子 序列 {ww} 导 
{wu} 连同 其 一 阶 和 二 阶 导 数 在 2 的 紧 子 集中 一 致 收敛 到 极限 方程 
(所 .831 的 一 个 如 中 的 解 4， 该 方程 是 把 JEA O 系数 中 得 到 的 . 
RIAR DAT NG 20 OQ, w(z)—> (zo), Be CME PE) uw =u = 
Tv, 这 是 因为 , Hi EASIER RCE, 我们 可 以 断定 (11.33) 
U UALS Um 时 成 立 ， 由 此 过 渡 到 极限 我 们 得 %(2) @ (20) (2> 
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20). F usu. 我 们 在 O EGS Ten To WF Pv Lom} BERL, 
因为 序列 { AACE TS H, I TS 在 Ce 中 是 准 某 的 ， 
2 人 的 一 个 适当 前 子 序列 将 按 Ce WB eB] To, XT font 的 任 
意 子 序列 重复 同一 论证 ， 表 明 Ton Toit 对 整个 序列 成 立 . 
这 涟 建立 了 了 在 Ce 上 的 连续 性 ,正如 已 经 注意 到 的 , 由 此 好 可 得 
出 在 S pR NAA u= Tu, 
这 样 定理 在 |fi/ 入 于 xRxR? 上 有 界 这 一 特殊 情形 下 , 特别 
4 f= 时 被 证 明了 . 现 回 到 原始 假设 (iii) .以 下 假设 在 包头 二 X 
PR? 中 入 (zx, y, u, 02，9) 二 工 是 方便 的 ， 央 为 函数 a, b,c, FRA 
总 可 作 到 这 一 点 。 这 时 11.27) (11.28) FR 
(11.34) Fl <peCul) a+ lpit le}. 
(11.35) fsignux<vdt+ipiti¢|), r=% 
RKL F ARS FEL a ER 1.29) JAAR A FA 
SRI. BI, 设 by Bean pa AY 
oes tl sN, 
i N signt, |t| >N, 
并 定义 了 的 截断 为 
frie, y, u, p, 9) =f Ce, y, Pr), Pulp), yn(q)). 
MM 1.34) Bay Srl SaN) 1+2N). ME EEDE 
(11.86) Qyu=ata, y, u, Durs — 208, Y, U, Du) usy 
+e(a, Y, U, Da)upt fye, yY, u, Du) =0, 
在 682 ku=@, 
由 (11.85) 和 定理 9.1， 这 个 族 的 任 一 解 必 受制 于 不 依赖 于 访 的 
(11.87) sup} <suplg| +Oi(», diam Ò =M, 
MA SARAL 2D tie, AAE h IA) 1.36) —— 
其 中 fy 有 界 一 一 有 一 个 解 uy © OR (Q) NOEC) NCP), a= 
acy), y=yC). WA, 从 定理 11.4 Bee At 
(11.38) [es ža <0 (lux lot fne, 
HHOC=C(y), fr=fu@, Y, Un, Duy), H (11.34) Fi (11.37), 
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这 个 不 等 式 变 成 
[ux]i, axO C+ [ux] D, C= CCM, Y, By diam 2), 


p=u(M). 
内 插 不 等 式 (11.23), 其 中 令 OL, Be BE N 的 
一 致 办 
(11.39) luyl ia sC =0(M, y, w, diam O), 


将 前 面 的 估计 和 Schauder 内 估计 (推论 6.3) 在 一 个 紧 子 集 
上 应 用 于 方程 Qvuw 一 0 的 族 ， 我 们 得 到 (重新 编号 的 ) 子 序列 {unl 
Cr， EY ss Qu=0 Æ Q Pye eth 1.39) ye u, 

留 下 的 是 证 明 %% 还 满足 边界 条 件 % 一 pg， 为 此 目的 , 我 们 利用 
与 土 面 给 出 的 十 分 类 似 的 闸 通 数论 证 ， 由 于 1.34) 和 11.87), 
每 一 w, 是 线性 方程 

Qw =a] Dyv bi Div +f =0, 2， 9=1, 2, 
uw, HR a, @, y) =al@, Y, Un, Dun), ++, IFA OL, Y), f(y, 
D 有 与 处 无 关 的 界 . 在 任 一 点 %E602， 前 面 定理 6.18 op Ay A R 
数论 证 可 应 用 于 有 辣 一 闸 函 数 包 的 这 一 族 方 程 ，w 仅 依 赖 于 六 
和 在 xo 的 外 圆 半径 . 因此 我 们 在 2 中 对 任意 e>0 和 适当 的 个 依 
RAF n Wb. 得 到 不 等 式 

| Uy (2) 一 Po) | <e+4,w (eZ), 

&n>oco, RN AM A BRERA uy 代 之 以 % 时 也 成 立 ， 因 此 
当 g> zo Mf, UO > po). AHLEN T EMEA. J 

附注 (4) 上 述 定 理 的 证 明 仅 基于 导数 的 内 估计 , 这样， 关于 
条 数 和 和 边 值 就 允许 更 一 般 的 条 件 . 使 用 全 局 估计 , 证 明 经 简单 修改 
出 可 得 出 一 个 C24(09) 解 ， 只 要 0 和 2p 属于 0C22 Ha, b, c f 
ECS(QxRxXR”);( 见 习题 入. 四， 在 这 些 同 样 的 假设 下 , 由 定理 
11.5 提供 的 解 必 属于 OOD., 为 证 明 这 一 断 语 ， 我 们 首先 注意 
在 把 代入 到 系数 中 之 后 方程 Qu=0 有 属于 C?(Q) 的 系数 ， 间 时 
we CQ) O°), HE GQ E, u=p, 其 中 gE0%3(D)， 按 照 
11.2 节 末尾 关于 线性 方程 全 局 估计 的 结果 ， 对 某 一 a， 解 粹 属于 
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Ore), Ril Qu 的 系数 在 C“ (9) p., 从 定理 6.14 和 唯一 性 推 
出 ucc), Bik Qu 的 系数 在 C4(@) 中 .同样 我 们 推断 
2EC22 Q), Bet ai. 

(2) JME fe 1.28) 十 为 了 保证 Qyu=0 的 Dirichlet 问 
的 所 有 可 能 解 一 致 用 F. TERRA AANE ,条 件 (11. 28) B5 
RETES., 

(3) 关于 大 的 线性 增长 条 件 CI. 27) 是 : 求 得 界 (11.39) 所 
TR, MA (11.39) 古 通过 用 fe) he At et! 所 表示 的 [uli 的 内 
插 来 得 到 的 . 一 旦 知道 了 关于 方程 族 Qxwxd=0 解 的 梯度 的 先 
验 界 ， 这 个 增长 条 件 就 是 多 余 的 了 ; (这 种 例子 将 在 第 14 章 中 讨 
论 ). 


(4) 2 满足 外 部 球 条 人 性 的 假设 可 代 之 以 任何 其 它 和 条件， 只 谷 
这 个 条 你 保证 严格 椭 国 议 线 性 方程 uf Te ee eee, ie El 
了 各 工 的 系数 有 界 。 Slim, A OWMEA— Py MEA OLAS 


6.3). 


11.4. 在 一 致 梢 圆 型 方程 
在 网 型 方程 的 研究 中 , 我 们 将 看 到 , S EW p BE 
本 质 上 任意 的 这 一 点 不 同 ，Dirichlet 问题 的 可 解 性 一 般 与 区 域 的 
SLAW Ee TY SBR. 非 一 致 椭 加 型 问题 的 这 一 特征 在 线性 问 
题 中 已 被 观察 到 了 (6.6 37). AST AU ARR sete De PET FER 
证 (11.40) 形式 的 一 般 所 线性 椭圆 型 方程 Dirichlet 问题 再 解 性 的 
重要 作用 . 
(11.40) Qu=a(a, Y, U, Uz, Uy) Ure +20, Y, U, Uz, Uy) Ury 
telt, Y, U, Ur, Uy) uy =Ù., 
ORR PM AARIN, p 是 一 个 定义 在 OQ EKAR. 方 
Je (11.40) Wy Dirichlet 问题 将 用 边界 曲线 
T= (82, p) ={@, pG) ER? zE} 
来 表述 .我 们 仍然 称 ( 与 10.3 节 中 一 样 ) 人 和 ppg 满足 有 界 针 六 条 
件 ( 带 有 常数 K), 如 果 对 每 一 点 了 = Go, pP) ET, FE R 中 
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两 张 过 了 的 平面 

u=m} (z) = At (一 20) + (Zo), a*=a* (zo), 
使 得 
411.41) G) xp (2) <p (2) <rt (z2), Yz ENA; 

Gi) | Dop| = |a* o) |<K, Vi E an, 

ete G) EDL P, HAI AR OOKR EEEE u= (%) 
Hunar) AE FRE, 且 在 卫 与 它们 重合 . RH Gi) 是 说 两 平 
MMR Be TAK PARK MRKAR. BRA 
RE ERAM p 的 连续 性 . 

我 们 对 有 界 斜 率 条 件 作 下 列 几 点 注释 . 

(D 无 论 什 么 区 域 2， 厂 位 于 一 个 平面 上 ( 且 满足 有 界 斜 率 条 
和 件 ), HERH p 是 一 个 线性 函数 在 22 上 的 限制 ， 但 车 了 不 位 于 
一 个 平面 上 和 且 满 足 有 界 斜 率 条 件 ， 则 8 必定 是 是 的 . 这 是 因为 从 
(11.41) 我 们 有 

OF a} (z) AF 2) 一 (8+ 一 8 ): C- Zo) 20, vzcao， 
于 是 在 每 一 点 zxEa20， 存 在 一 个 支撑 线 (a 一 ae 一 2z0) =0, E 
HAM 2 BE. 

(2) 设 62 是 目的 而 C= O, p) MEA AR BA. 设 
P= (4, 9@)), t=1, 2,3, BL EZARRIA. Aix, Za 2 
共 线 , 则 Pa, Po, Ps 亦 在 上 共 线 ,因为 否则 这 些 点 将 确定 一 个 
Se Fi, w5 1.41) FA. 于 是 9 在 Ol 的 直线 段 上 是 线性 
的 ， 

(3) 与 有 界 斜 率 条 件 紧 密 相 关 且 事实 上 与 之 等 价 的 是 下 述 三 
点 条 件 ， 它 经 常 出 现在 关于 极 小 曲面 和 两 个 自 变 量 的 非 参 数 变 分 
问题 的 文献 中 ， 设 8 是 有 界 的 凸 的 ; 若 / 一 492， p) 上 的 每 三 个 
相 异 的 点 的 集合 都 位 于 一 个 斜率 < 区 的 平面 上 , HAT 满足 
PARA KE 的 三 点 条 件 。 本 节 末 尾 我 们 要 证 明 带 同一 常数 了 及 的 
Ai RB BAA = BAEZ A STE. 

从 三 点 条 件 推出 由 二 上 任何 三 个 不 共 线 的 点 确定 的 平面 必 
BPRBE<SK, TH AQAA BRON MER IQ 的 任何 两 点 的 开 
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下 线段 完全 位 于 号 中 )， 则 每 个 与 六 至 少 交 于 三 点 的 平面 ， 其 斜 
到 不 超过 K, 反之 ,三 点 条 件 的 这 一 强 形式 显然 蕴涵 OO FE 
的 . 

(4) 不 难 证 明 若 EC RECO FHA CQ 的 曲率 处 处 为 正 ， 
WW T= 02, (MHA RAE, MMAR OO 的 最 小 曲 
KA p KI — BY, BP RAR, CL [603], CHAT). 

对 (11.40) 的 Dirichlet 问题 的 解 将 需要 梯度 的 一 个 先 验 界 ， 
由 下 列 引 理 给 出 . 

引 理 11.6 设 如 是 民 中 的 一 个 有 界 区 域 , pg 是 定义 在 CQ 上 
且 满 足 带 有 常数 K 的 有 界 斜 率 条 件 的 函数 . 假设 WE 07 (Q) N 
(OE Q hi E REMA RD E 
(11.42) LAG = Guza + ZbUgy + Clty = 9, 
在 38 上 w=p、 则 i 
(11.43) sup | Du! <K, 


我 们 着 重 指 出 ， 这 里 只 要 求 荆 是 椭圆 型 的 ， 没 有 其 它 条 件 加 
在 系数 上 ， 有 趣 的 是 这 个 结果 其 至 更 一 般 地 对 任意 RK I (saddle 
surface)u=u(a, y) RI LCRA], [NU]). 

S132 11.6 的 证 明 ”首先 注意 ， 若 2 是 一 个 线性 函数 在 94 上 
的 限制 ， 则 由 唯一 性 (定理 3.8), 解 % 与 这 个 函数 必 在 2 中 重合 ， 
结论 (11.43) 显 然 成 立 ， 从 上 面 的 附注 (1 得 出 ，8 可 以 假设 是 请 
AY. 

从 (Ii.42) 和 工 的 椭圆 性 我 们 有 

O< Uza t ZbUzrtiry + CUzy = C (Uzy —Uratlyy) 5 


é 2 


因此 teatlyy — Ua <0, 等 号 仅 在 使 Du=0 的 点 上 成 立 . (我 们 注意 
u=u(a, 幼 是 一 个 贰 面 . ) 现 考虑 任 一 点 加 = o Yo) EQ, 在 这 后 
Urin uzy <O, 并 设 Hy (z, y) =As+By-+O 定义 曲面 u= ule, y) 
E (to, Yo HAPANI. HA w=w 一 wo 是 G1.42) ÉE 2 中 的 一 
个 解 ， 而 使 w=0 的 点 的 集合 把 环绕 z 的 一 个 小 贺 恰 好 分 为 四 个 
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XE D1, very Du, w 在 其 中 交错 地 取 正 值 和 负 值 ， 比如 说 ， Æ D,, 
D; 中 w>0, Æ Da, Dip w<0, 8 DDD, DDD, 是 8 中 使 
w>0 的 点 的 集合 的 (连通 ) AS} (Component), ,而 D:D, DDD; 
类 似 地 定义 ， 则 区 域 D, =, D, 的 每 一 个 至 少 有 两 个 边界 点 在 
22 上 ,在 那里 ww 一 0， 央 为 否则 弱 极 大 值 原理 (定理 3.1) 将 蕴涵 在 
该 区 域 上 w=0. 由 此 推出 五 与 边界 曲线 人 = (60, p) 至 少 交 于 四 
个 点 ， 由 上 面 的 附注 (3) 我 们 断言 , 车 这 些 点 中 的 任 三 点 是 不 共 线 
的 , 则 克 的 斜率 不 超过 扩 ， 另 一 方面 , 车 2 上 使 v=0 的 点 组 成 
一 个 共 线 集 2， 则 (由 附注 (2))p M u EREHE 29 的 包含 了 
的 线段 上 与 uw 重合， 这 将 蕴涵 在 一 个 区 域 D; 上 ws0, 这 是 一 个 
矛盾 .于 是 解 曲 面 在 使 Duro 的 点 上 的 切 平面 的 斜率 不 能 超过 
K. , 
现 考 虑 点 集 8, 在 其 上 Du=0, RITARI S 头 0， 因为 否 
WW w(z， 幼 将 是 线性 的 而 结论 显然 ， 车 ES 是 使 Du 40 的 点 的 
极限 ， 则 由 连续 性 ， 在 co 的 切 平面 的 斜率 必 不 超过 K. MFT 
BEKE z WS 的 内 点 , 这 时 ,zo 包含 在 使 D2p=0 的 点 的 集合 的 一 
个 开 ( 连 通 ) 成 分 G 中 .在 8G. 上 ，w 是 线性 的 而 其 切 平面 与 曲面 
u-u(e, y) 重合 ， 因 为 既是 G 的 边界 点 又 是 8 的 内 点 的 那些 点 
是 使 D2w 关 0 的 点 的 极限 , 故我 们 得 出 在 G 上 处 处 | Du| <K, a 
是 在 2 也 如 此 ， 这 就 完成 了 证 明 ， 

现在 能 够 建立 方程 (1. 各 ) 的 存在 定理 ， 对 于 n=2 的 情形 它 
推广 了 定理 10.5. 

定理 11.7 ROAR 中 的 有 界 区域 , 并 设 方程 

Qu= oT, Y, U, Ur, Uy) Uss t 2b (a, Y, U, Ur, Uy) uzy 
telr, Y, U, Ur, Uy) Uy =0 
FE Qu FEM, WHE BE (0, 1)， 其 系数 4, b, cE (AXRX 
RD ， 设 2 是 定义 在 2 上 满足 常数 为 KK WERA RAH 
ee I Dirichlet 问题 . 
在 2 中 Qu=0, 在 6Q8 上 wu=p 

Fi — Mit u ECE) NOO), FH sup|Dul<K, 
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证 明 AIR QFE MT, RA p 是 一 个 线性 函数 的 
限制 ， 结果 是 平凡 的 ， 我 们 用 最 大 特征 值 4= -A(zw, y, u, p, DE 
FRBL a, b, 6 并 仍 以 Qu0 记 所 得 方程 现在 算 于 &@ 就 有 最 大 特 
征 值 二 但 最 小 特征 值 入 可 以 在 如 x 和 xx 中 趋 近 零 。 我们 考虑 方 
程 族 
(11.44) Qu Qu+ edu=0, e>0, 
边界 条 件 是 在 CQ Lu=gy, MB— e, LATE RMA, 定理 
11.5 Wi HE CQ LES u= pi u EO? % Q) NC’ (OQ) 的 存在 
HEL OCF TA ae BOLL. EB A 5 k.) Ha | BOLL. 6, fi u W 
A -- SOR ETATE, 

(11.45) sup; Du, | <K, 


K 不 依赖 于 se， 由 极 大 值 原 理 ， BANA |u| ssnplp|. 作为 推 


w, alw, y)=a(e, Y, Us, Du), + 而 得 到 的 线性 方程 
(11.46) Q U= A Ugg + 26 Ugy + C Uy + 64u=0 
在 每 一 子 区 域 OCCO 中 有 最 小 特征 值 =A, Y, w, Dus), 
(2, yY E02'， 它 们 以 一 个 仅 依 赖 于 O 的 常数 AO) >0 作为 一 致 
FR; 当然 最 大 特征 值 对 所 有 s<<1 以 2 为 上 界 . 现在 定理 11.4 
斯 言 在 子 集 2"C2 中 ，(11.46) 的 在 22 上 满足 %=2 的 解 ， 特 别 
是 解 ue, 满足 梯度 的 一 致 (与 z 无 关 的 )Holder 估计 

[Dulas SC, a~al(A(Q')), 
x HE C=C AQ), sup l¢!, dist(Q", (€2')). 从 而 , RZE ada, Des Ce 


在 8 中 局 部 Holder 连续 (指数 为 a8)， 且 在 O° (O") 中 一 致 有 
RA. 因为 Q 和 只 ”是 任意 的 ， mes 6.3 和 其 后 的 附注 推出， 
(11.46) HI HR ue pe GT PCA RR GE Q f ETEEN 
2, TA EAR RET P iF ete ie uc} J SFR FE {ue}, 当 
eoOM ET Qt. wes Qu 一 0 JEE Uo, BRE LHI ECF (11.45) 
保证 了 在 Q EM — BIZ Ste, | NERFECOQ E uos, ATSE T E 
SEWMTEW!, J 

MGE C) FO MAJE ZIF, in, iA 
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上 ,这 由 以 下 经 典 的 反例 即 可 指出 ， 例 如 ,在 环形 区 域 4<r7<b, r 
= (vw: 十 gy)V3 中 考虑 极 小 曲面 方程 

(11.47) (1+ U2) Ure Wg Mey + A+ u2) uy = 0, 
PURREN r=a tj gp=h(= BRO), 4 r=) 时 , p=, 而 
HA FS}, UAE Day BAG OT. LSE A 充分 大 , 便 没 
有 取 给 定 边 值 的 解 ， 在 第 18 章 中 将 看 到 极 小 曲面 方程 (41.47) 的 
Dirichlet 问题 对 任意 O? 边 值 可 解 , 当 且 仅 当 2 是 凸 的 . 

E 在 有 界 斜率 条 件 中 隐 食 的 光滑 性 假设 一 般 不 能 放松 到 多 
许 连 续 边 值 gp。 反例 表明 ， 甚 至 当 边 界 曲 线 是 圆周 日 方程 的 系数 
任意 光滑 时 ，Dirichlet 问题 对 连续 边 值 也 未 必 有 解 ; CL OFN2]). 
连续 边 值 的 可 解 性 将 在 第 14 和 15 章 中 讨论 . 

(8) 在 定理 11.7 的 证 明 中 , 实质 的 一 步 是 把 问题 归结 为 一 臻 
MAME, 之 所 以 可 能 , 是 由 于 存在 一 个 先 验 全 局 梯度 的 界 ( 引 理 
11.6), 这 样 的 梯度 的 界 在 关于 算 子 Q 的 适当 结构 条 件 以 及 关于 
区 域 2 的 适当 几何 假设 之 下 也 可 建立 起 来 . 这 将 在 第 18 和 14 章 
中 讨论 .在 2 为 凸 的 情形 , 有 时 可 以 用 关于 @ 和 9 的 适当 的 上 函 
HAT MK AAD REP, SFE LALA 
证 来 进行 ， 例 如 , FOB, WAT OWE A/A<p(lul) a+ 
22 二 052， 则 不 论 有 界 斜 率 条 件 满 足 与 否 , 方程 (1.40) 的 Dirichlet 
问题 对 任意 pEC2 都 是 可 解 的 ( 见 183.2 节 )，、 这 和 包括, 例如 , 极 小 
曲面 方程 (1.47). 

(4) 车 QQ，9Q 和 wp 满足 定理 10.4 附加 的 光滑 性 假设 ， 即 w 
b, CEC (OAXRXED, IQEC, pEr, 定理 11.7 提 
供 的 解 属于 0”%5(5)， 注 意 到 梯度 的 界 | Dul <K 使 Qu=0 成 为 
一 致 炸 圆 型 方程 之 后 ， 论证 本 质 上 可 按 定理 11.5 后 的 附注 工 进 
行 ， 

有 界 斜 率 条 件 和 三 点 条 件 的 等 价 性 

首先 假设 本 = (22,， 人 由 满足 常数 为 K 的 有 界 斜 率 条 件 ，@ 是 
CHAS, BE sn, za 加 是 98 上 三 个 不 共 线 的 点 ， 并 设 

u=xF (2) =8f (2—2) toz), t=1, 2, 8, 
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是 在 所 Pi= (a, p) EL 满足 11.41) 的 对 应 的 上 平面 和 下 平 
W. | 

u=o(z)=aeztb=a-G@—24)+opt%), t=1, 2, 8, 
是 通过 Pi, Po, Ps WFE. RAWH a SE., GE Zi Za 2s, 
从 而 Pa, Po, Ps HA, Wa eA He Li u= 的 斜率 去 
五 .) 从 (LI.41) 推出 
(11.48) ar (5 一 2 Sa. (3—2) Sa} zz), 6 j=1, 2, 8, 
因为 z, 42, zs 是 一 个 非 退 化 三 角形 的 顶点 ， 又 & 是 Re 中 的 一 个 
问 量 , 对 某 一 =1, 2K 38, 我 们 有 

a= D c (ma) 或 a= D o az), cj Q, 

MALAS RNE G: 或 者 


laj sxa D g zr 一 8 二 下 3， 
j 

或 者 la P sxa; Se =ar-a<k al, 
2 


Wija <E. FHEARAERARAPAA FRE HEAR 
件 . 

RZ, R= (2, 由 在 凸 区 域 Q WERKA K 的 三 点 条 
fe, 设 4= (z4, gp (24)) 是 了 的 任 一 这 样 的 点 ， 使 得 zi 不 是 80 的 
一 个 直线 段 的 内 点 。 存 在 一 列 三 角形 它们 以 不 共 线 点 A, B, 
OET, 4=1, 2, … ATR, E4 imo mM, B, CoA, EHH 
A, B,, Ci 确定 的 平面 4 We Fh 限 平 面 4. 可 以 假设 线段 AB; 
有 一 极限 方向 ， 它 在 4 上 确定 一 条 过 4 的 直线 了 工 工 在 :平面 的 
投影 已 是 2 的 一 条 支撑 线 、 显然 了 与 二 在 4 的 切线 重合 , 只 要 
这 个 切线 存在 . KRET, QEL, NE I RTRMH RM LAERE 
面 . KNEKTE K, 这 是 因为 由 4, Q@ 和 B 确定 的 平面 序列 
有 与 到 一 样 的 极限 斜率 。 现 考虑 包含 工 和 点 RECT, QEL 的 平 
面 的 集合 ， 设 这 些 平面 由 线性 函数 &4 一 me (2) FEM. WH 表示 在 % 
平面 中 在 包含 虽 的 一 侧 的 半 平 面 . AR 2CH, A mgl) > 
xe'(2)， 则 同一 不 等 式 对 所 有 的 CH 成 立 ， 而 特别 是 对 所 有 的 
E68 KIL, SORE 4 就 存在 由 下 式 定义 的 上 平面 和 下 平面 . 
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mt (z) Top Te G), m (2) = inf wo (2), 2€ FA, 
$s St 
由 上 面 的 讨论 知 平面 4 一 wx+ M u= @) RER K 并 且 
分 别 ( 在 88 之 上 ) 位 于 工 的 上 方 和 下 方 .因此 它们 在 4 满足 常数 
AK HAAR SAE BR, FART 的 直线 段 上 , 则 包含 这 个 
线段 的 直线 可 以 代 兰 上 述 论证 中 的 五 。 于 是 三 点 条 件 落 涵 带 有 同 
一 常数 K 的 方 界 针 率 条 件 ， 


评注 

BUR ARRAN AY Holder 估计 (11.1 4%) 从 Morrey[MY1] 开始 
已 以 各 种 方式 被 推导 出 来 ， (参考 [F8])， 这 里 的 讨论 属于 Finn 
All Serrin FS], 他 们 推导 出 带 有 最 优 Holder 指数 的 估计 (11.14)， 
当 (1i.2) 中 的 大 '=0 时 ， 它 们 得 到 的 这 个 结果 带 有 Holder 系数 
OCM, W O 是 一 个 绝对 尝 数 . 

11.2 节 中 线性 方程 的 解 的 基本 Ota Holder 估计 属于 Morrey 
[MYT ， 耐 在 更 简单 的 形式 下 ， 属 于 Nirenberg[NIl1]. 这 里 的 介 
绍 是 后 者 的 一 个 变形 ， 但 仿照 Morrey 使 用 了 关于 Dirichlet 积分 
谱 长 的 知 计 .把 线性 方程 的 这 些 先 验 估计 应 用 到 拟 线性 方程 
(11.40) 的 Dirichlet 问题 的 想法 出 现在 UMYJIf 切 中 , 但 它 有 些 缺 陷 . 
这 一 想法 由 Nirenberg 详细 地 加 以 完善 和 简化 ,他 用 Schauder 不 
动 点 定理 得 到 了 后 面 叙 述 的 一 般 的 存在 定理 .这 一 方法 是 11.3 和 和 
11.4 W778 LER Ak Mi. 

ESI ER, ERR ARIT ER Dirichlet 问题 的 理论 主 
要 局 限于 两 个 自 变 量 的 情形 。 Bernstein 的 开创 性 工作 [BE1-4] 
《在 他 的 假设 下 这 些 结 果 有 基 种 局 跟 性 ) 被 Leray 和 Schauder 
[SC3], [LS], EMRE Bernstein 的 工作 中 那样 使 用 基于 解 
的 二 阶 导 数 的 先 验 估计 的 方法 在 系数 属于 0” 和 边 值 充分 光滑 
的 假设 之 下 得 到 了 (11.40) 的 Dirichlet 问题 的 解 ， 这些 结果 由 
Morrey 和 Nirenberg 的 上 述 贡 献 所 改善 和 简化 ， 后 者 证 明 : 车 
(11.40) 在 2 中 是 椭圆 的 , 其 系数 属于 05(QxRxR”), 02 是 OF 
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— RH e? Le pEr, W 11.40) 4 Dirichlet 问题 有 一 
Av hig F O (O tas GE p C1 @Q), 则 存在 一 个 属于 OA) 
oe ee 定理 11.7 减弱 了 关于 系数 和 边 值 的 假设 , 推广 了 
结果 , 它 仅 要 求 边 值 满足 有 界 斜 率 条 件 , 而 不 需 附 如 正则 性 假 

a HRR Nirenberg 的 定理 中 一 样 时 ， 这 样 得 到 的 解 仍 属于 
ODEO); ( 见 定理 11.7 后 的 附注 入， 定理 11L.7 的 证 明 仅 依 赖 线 
性 方程 的 先 验 内 部 C** frit (BB 11.4), Nirenberg 已 经 注意 到 
这 样 的 估计 对 证 明 存 在 性 是 足够 的 了 《〈[NIP. 146), 

关于 对 一 致 顶 攻 型 方程 ( 霸 .25) 的 Dirichlet 问题 ， 我 们 要 谈 
到 Bers 和 Nirenberg [B, N], Ladyzhenskaya 和 Ural’ tseva [LU4] 
以 及 von Wahl[WA] 的 贡献 . 在 BN] 中 ， 在 在 性 结果 对 
Dirichlet 和 Neumann 问题 二 者 一 一 -是 对 本 ?23 解 得 到 的 ( 当 
(11.25) 中 的 系数 展 于 0° 时 解 也 属于 07). 这 些 结果 对 SO, y, 
u, p, D 假设 了 类 似 于 01.27) 的 线性 增长 条 件 。 BN] F AHER 
方法 和 定理 11.5 是 类 似 的 ， 都 是 基于 线性 方程 的 C…” 估计 和 
Sehauder 不 动 点 定理 . [BN] 和 定理 11.5 二 者 关于 解 都 未 作 先 验 
的 做 设 但 车 假定 对 (11.29) 的 所 有 解 %“ 有 一 个 关于 suplu] 的 一 
改 的 界 ,在 下 列 假设 下 : (11.25) 中 的 a, b, co fFEO2(QxXRxR?), 
6QEO?*%, pEO?4(Q), KISAS t (减弱 了 条 件 
(11.27))， 则 [WA] 建立 了 一 个 关于 Dirichlet 问题 的 解 的 先 验 
Of 界 ， 因 此 推广 了 [LU 当中 的 一 个 类 做 结果 (不 用 一 个 先 
葵 榜 内 的 界 ， 这 一 估计 用 本 章 的 方法 推 不 出 来.) Dirichlet 问题 
(11.29) 的 0”3 (OQ) 解 的 存在 性 现在 能 够 利用 Leray-Schauder 不 
水 点 定型 求 得 到 . 

引 理 11.6 中 实 度 界 的 证 明 受 到 [FN2] 中 Finn 的 引导 性 注解 
的 月 入 ， 它 通常 从 Rad6TRA] 的 一 个 定理 推断 出 来 , 该 定理 断言 ， 
u=ule, YR EM O 上 的 一 个 鞍 面 , Whe EO 上 连续 ， 其 
边 信 满足 党 Wo K 的 三 点 条 件 ， 则 v 在 2 中 满足 常数 为 K 的 
Lipschitz AEP) 本 定理 中 , 所 谓 wo WERT TRE, AE 
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连续 并 且 对 所 有 常数 a, b,c, MA ue, y) — (eat by +c) HLS 
极 大 - 极 小 值 原理 , 特别 ， A ule, 9) 满足 (11.42) 或 它 表 示 一 个 有 
非 正 Gauss 曲率 的 曲面 , 就 是 这 种 情形 . 一 个 初等 (但 仍 非 简单 的 ) 
证 明 属于 von Neumann[NU], Hartman 和 Nirenberg[HNj， 
LNI4] 把 这 一 结果 推广 到 了 高 维 的 情形 . 

关于 有 界 斜 率 条 件 ，Hartman[HA] 分 析 了 当 g 在 "的 一 个 
有 界 凸 区 域 的 边界 OQ 之 上 满足 有 界 斜 率 条 件 时 ，wp 和 OQ 二 者 正 
则 性 之 闻 的 关系 .从 这 一 分 析 ， 他 建立 了 有 界 斜 率 条 件 和 (n 十 1) 
点 条 件 (n 宇 的 等 价 性 ; 但 是 当 ”>2 时 , 两 条 件 中 的 当 数 之 间 的 
KAVA, ERER p RAH h FE OF 
@QEC%*, O<a<1, H pl LB BARA BAH, WoE 
Ore (6Q), GDA @QEC*? 且 是 一 致 止 的 ， 则 2 在 3 上 满足 有 
红 斜 率 条 件 当 且 仅 当 @ Ct ARRA G 及 下 述 事实 推 
H: 若 只 是 任何 一 致 凸 区 域 , 9 是 一 个 C… 函数 在 CQ 上 的 限制 ， 
WW op FE OQ 上 满足 有 界 斜率 条 件 . 


习 题 


11.1. EGR we) —sloge 是 (E, K')- 拟 保 角 的 ， 其 中 玉 =l，K'>0 但 
不 满足 指数 a 一 1 的 (11.14)， | 

11.2. 对 满足 (11.2) 的 拟 保 角 映射 ， 证 明定 理 卫 .3， 其 中 p，g 连续 且 属于 
Wii SRICES]), 

41.3. 7% Lu=atigg+ 2bu,,+cu,, 是 区 域 9 中 的 一 致 椭圆 算 子 ， y=sup(A/ 
A), RIR AAE, yA A=AC, VERIGE ERRARE. 
# Lu=0, EH p-ig=u iu E 9 PRANE KOS 0+1) E- 
拟 保 角 的 . DRIES 


r?+2s7-+-$? A.A 
s?— rt A x 
Rey. 其 中 上 确 界 是 对 固定 的 (z, y) €2,RTRE ort cbs+ct=0 
的 所 有 r, s, t 取 的 .] 由 此 断言 当 f=0 时 定理 11.4 对 任何 Holder 指 
数 a<1/Y 成 立 ( 对 了 下 0 参阅 [TA1J). 
11.4， 在 定理 11.4 中 假设 f/ 和 EL?(4), p>2, 若 人 CC CAH, 证 明 对 菜 一 a€ 
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sup 


(0,1), RIVE 

luli, war SC Clutton t F/M roca) s 
ix EC=C(y, p, dist(Q’, 29)), a=aly, p). 《可 以 假设 或 者 WE 
C(O), RA € W*7(2)_) 

11.5， 在 定理 11.5 中 ,假设 Qe024 pEO?* DB), MH, b, c, f E0°HX 
RXR). 应 用 定理 11.4 后 所 讨论 的 C1*(8) 估 计 ， 并 修改 定理 11.5 
的 证 明 ， 证 明 问 题 (11.29) 有 一 属于 C24(2) 的 解 . [以 LODRE 
Ce 和 Cw”, 并 相应 定义 集合 CMB T. 代替 定理 6.13 而 使 用 定理 
6.14, (BAR Schander 估计 而 用 全 局 估计 ， 一 个 更 简单 的 证 明 可 
如 下 得 到 : 考虑 对 应 于 Dirichlet 问题 

Æ Q P QU = atre + 2bUgy + Cuy +Of =0,7EQ Eu=op 
的 方程 族 u=oTu, o € 10, 1], Hha=aG, yY, u, us, uy), 等 等 . 证 
明 解 在 C2? (2) rh — By Ff BY FR ae BE 10.3.] 
11.6. 假设 方程 (11.40) PHB OE OXRXR’ HHATRLE— BORA 
.， ”的 证明 定理 11.7， 但 不 用 定理 11.5， 证明 中 将 第 254 页 的 集合 S 
代 之 以 
S'= {v € 0r°||vli as K, [Dv| <K}, 
EKES RA RA, m 五 EEL. 32) REA 
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第 十 二 章 
梯度 的 Holder 估计 


本 和 蔓 我 们 推导 有 界 区 域 2 内 形 为 

(12.1) Qu =a" (x, u, Du) D,u+b(a, u, Du) =0 

的 拟 线 性 椭圆 型 方程 解 的 导数 的 内 部 和 全 局 Holder 估计 . 如 果 
PREH 10.4 的 假设 外 , 或 者 假定 系数 a 属于 01(0xRxR"), 或 
者 假定 @ 是 散 度 形式 的 ,或 假定 n=2， 那 么 由 全 局 估计 我 们 将 看 
到 第 10 章 中 叙述 的 证 明 解 的 存在 性 方法 的 第 IV 步 能 够 实现 . 我 
们 将 通过 把 问题 化 为 第 5 章 的 结果 , 特别 是 定理 8.18, 8.24, 8.26 
A 8.29, SRB ATE AY TAT. 


12.1. 散 度 形式 的 方程 

现在 我 们 假定 他 等 价 于 形 为 
(12.2) Qu=div A (r, u, Du) +B (z, u, Du) 
的 椭圆 算 子 ， Hh pE A EcCCxR xA) m BECOOAXxRX 
R). WA, WME ue C*(Q) E 2 pi Qu=0, RE 

| {a (æ, u, Du) Dt—Bla, u, Du) t}de—0, ECOD. 
EIE k, 1<h<n, 用 Dil ARRE CEARRA, 得 到 

| (DnA Daut òrA) DE + BDL}de=0, YEEOKO), 
其 中 5; 是 微分 算 子 , 出 下 式 定义 ， 
5, A’ (a, 2, p 一 和 Do 2, p)+D,,Ai(a, 2, p), 

而 D,,A‘, OA’ 和 呈 的 变 元 都 是 z ule), Dule). 所 以 , 记 

a” (æ) =D, A (c, ulæ), Du(a)), 

fils) =A (x, ule), Duiw)) OB, ule), Duley), 
Fee (Gh) JES PE, SEPT Be a w= Dru 满足 


(12.8) | Ge Dw+fi(e)) Do ds=0, VECKA); 
BD oo PRE A 
Tau = D,(a*Dyw) = — D, fi 

的 广义 解 ， 如 果 需 要 的 话 用 一 个 严格 包含 在 OE BLE 
Q， 我 们 可 以 假定 工 在 O 中 是 严格 椭圆 的 ， 并 假定 系数 24, 及 是 
有 界 的 , 即 满足 定 埋 8.22 和 8.24 的 假设 . 因此 , 选择 和 Ag, Ar, oe 
使 得 对 所 有 的 EQ, |z|+ |p| <K, i, j=1, 2, +, n, 

O<AgrSA(a, 2, p), 


(12.4) Ar> | D,,A* (a, Z, p) F 
Hr > |d;A'(a, %， p) | 十 | B(s, Z, p) | ， 
我 们 或 得 到 下 面 的 内 估计 . 


定理 12.1 设 wE0Q) 在 2 中 满足 Qu= 0, Ht QQ Ht 
是 椭圆 的 ， 而 且 关 于 AEC*TOXRXR"), BEC°OxRXR") HAL 
度 形式 (12.2). 则 对 于 任何 8' 忆 CQ, 有 估计 
(12.5) [Du] ao SC, 
其 中 C=O(n, K, Ar/Ax, Lg/ NF, d), 
K = |u|1,.9=sup(|e] + | Del), 


d=dist(Q’, 82) 而 a=a(n, Ag/AKx) >0, 
为 了 把 定理 12.1 推广 为 2 中 的 全 局 Halder 估计， 我 们 假定 
在 马上 Q@ 是 椭圆 的 , BA ACOT(OXRXR), BEOOWOxRxR), 
IQEC 以 及 在 OQ ku=p, HH pCC?Q), Mukmu—o, 不 
失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 在 OQ 上 w=0， 因 为 6QE€0， 故 对 每 一 
点 wxoE22， 存 在 一 个 球 =B(lzo) 和 一 个 从 B 到 开 集 DCR"* 上 的 
一 对 一 映射 y, 使 得 | 
b(BNQ) CRI = {aE R*|a,>0}, 
YBNI) CAR’, LIB PEB), PED), 
ee (a), vy) =uop ty), BY=BNQ, Dt=b(B), Æ 3D N 
Ri 上 我 们 有 Dyo~0, k=1, 2, =, n—1, WEE Bt 中 的 方程 
nt 等 价 于 在 D+ 中 的 方程 
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(12.6) Qv=D,,A'(a, u, Du) +B(a, u, Du) =0, c=7(y), 
其 中 人 A 和 万 由 下 式 给 出 . 
qi OY r R— __ ð Cy r 
所 以 导数 w= D,,v, k=1, ar nn 一 1 将 是 D* rh 2k TE Hh ba y 
Lw = D,(a* Dyw) = — D; f; 


的 广义 解 , 其 中 


-- oy; oy | 
#j__ i j r 
a Ot, Oxs Dr 


i _ CY; Oz oy, r r i 
Fily) ax, Oy, (gett D, APD w+ 354 )+3:B 


+a -(Gb)-8z Ge) 

D,,A", A, A M BRET s= ly), ul) =v) UR 
Du(2) = Du y)). 车 有 必要 用 一 - 较 小 的 同心 球 来 代替 BC), 
我 们 可 以 假定 Jacobi 矩阵 [Dy] = [ago 在 B 中 被 正常 数 从 
E FAURE, MUE D 中 带 有 有 界 系 数 为 G, AWARE LE 
“严格 椭圆 的 .因此 , 应 用 定理 8.29, 对 于 任何 六 cc 了 我 们 有 
(12.7) (D,%lannamSC, k=1, ---, n—-1, 
HpC=C(m, K, Ax/An, Mr/ Mr, Q, ©, K= ujin, CE 一 Qist( 
ND', aD) fla=a(n, Ag/Ax, Q)>0. | 

剩 下 的 导数 Duo 可 估计 如 下 . 设 ED+ND', R<d’3, Bop 
= Bor (yo), NEC (Bor), 又 设 c 是 一 个 常数 , 如 果 Borc D*, W e= 
wyo), WR Barf ORL 6， 则 c=0， 那 么 对 于 w=D,v, k=l, 
so, m1, BB C= 17? (w—o) RFW DY. RA Q= Dt 的 积分 
恒等式 (12.3), 于 是 , 我 们 有 


| ypa“ Dw Dw dy < | i | 207 (w —e) a” DmD;w | 


二 | 


+ in fiDiw]| + |2n(w—e) fiDm|}ay, 
所 以 由 Schwarz 不 等 式 (7.6) 和 工 的 椭圆 性 ， 我 们 得 到 


| PlDulždy<of (f+ |Dn|*(w—e)*) dy, 
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HR C=O (n, K, Ar/dw, ur/Ar, Q), 现在 我 们 进一步 要 求 nW 
FE 0<y<1, Æ Ba=Br(yo) H n=1 Ti H| Dn|<2/R, Ast, AF 
(12.7), 我 们 得 到 


人 2|200 委 CR 2(R2Sup(W 一 0 人 SOR at, 
B B p 


其 中 C 和 wa 依赖 于 (12.7) 中 的 C KRR Ae, A, AA 
k=1, =, n—1, Rum jen 我 们 就 有 
(12.8) |, | Dyv | ?dy <OR* 2427, 


为 了 进一步 进行 下 去 , 我们 对 Dao 解 方程 (12.6), 因此 ,能 写 
Dv =b Dyv +b, =l, =, n, j=1, +, n—i 
其 中 bY, 5 是 被 Db, K, Ag/dx 和 wx/ 和 Nr 所 界 住 的 某 些 函数 . 所 
以 由 (12.8) 有 
| | Dae sy <O R294 i=l, os, n, 


因此 利用 不 等 式 (7.8) 和 Morrey 估计 (定理 7.19) ,我 们 能 够 断定 
RBH 12.0 SF b= 也 是 对 的 .通过 映射 六 回 到 区 域 8, 因此 
MT Ea le DR BCCB, 我 们 有 
(12.9) | [Du] a: nna, 
其 中 C=C(n, K, Ag/dx, ur Ar, Q, B). 最 后 ， 选 有 限 个 点 
moE OQ 以 及 球 B' BE CQ, KA2.5) 和 (12.9) 我 们 得 到 下 面 的 全 
ka HGlder 估计 . 

定理 12.2 kuco E Q pi E Ru, 其 中 入 在 如 是 
椭圆 的 , 而 且 关 于 AEO1(QxRxR"), BEO?(QxRxR") 为 散 度 
(12.2), 那么 如果 JaC, MEAE 0 Lu=p, HHP ec 
C7(Q), 我们 就 有 估计 
(12.10) [Du] a:o SC, 
其 中 O=0 (n, K, An/Ag, x/Ax, Q, B), 

K=|\ulie, Ë= |ol20 M a=aln, Ap/dp, Q) >O, 

检查 定理 12.1 和 12.2 的 证 明 表 明 : 如 果 我 们 只 假定 %E 

0O%1 (oO NW? (Q), SHEP w>0, @QEC™™ 以 及 对 某 个 
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q>n, pPEW*(Q), Aiii 2.5) M 2.10) PARRI. 在 这 种 
一 般 情形 ,我们 必须 取 D= olw), mE a BKF a Mg. 


12.2. 两 个 变量 的 方 各 | 
WR we C7(Q) FE QTR? 中 满足 椭圆 型 方程 (12. 蕊 ， 则 导数 
w= Du, w= Dou 是 线性 椭圆 型 方程 
Tacs Di Gan Do i Dass) + Dros —D;— 
(12.11) 
Lawo = = Dye 3 十 Da( =a 


b 


23 ， 


b 


qs 


DW. + <a zz Dawa) = — Ds 一 了 


F Q 中 的 广义 解 . 从 而 散 度 形式 方程 的 方法 这 里 也 本 以 用. A 
此 ,如果 对 所 有 的 xE€0, |z| 十 |p| 寺 K, i, j=1, 2, Ax, Ag M pr 
O<Ar<\(a, 2, D, 

(12.12) Ane lala, z, Dl, 
Linx |b, z, p) |, 

我 们 有 下 面 的 估计 . 

定理 12.3 uc’? OQ) ERR? 中 满足 Qu 一 0， 其 中 心 在 
Q 中 是 椭圆 的 而 且 系 数 a, DOCC°OOXRXR’), WME A 8'CC 
CQ, 我 们 有 
(12.13) [Du] aw SO, 
其 中 C=C(K, Ag/dx, WF/ NE, a), 

= |ulao, d=dist(Q', 62) UR a-a(Ag/Ax) >0. 

定理 12.4 HueC?(Q) OCR? 中 满足 Qu=0, HHO 
2 是 椭圆 的 而 且 系数 a, bCO°OxRXR), 那么 , 如 果 2Q E03, 
peC?(Q) ii HE 2 上 wy, 我 们 有 估计 
(12.14) [Du] aa<C, 
其 中 C=0(K, Ax/hx, Ux/Ax, Q, p), 

= | 14:0, P= |w| 2-0 以 及 a=a(Ar/Ag, £2) >0, 

注意 在 第 工 章 中 利用 拟 保 角 映 射 的 方法 我 们 已 给 出 定理 

12.8 的 另 一 个 证 明 . 我们 还 要 指出 在 两 个 变量 的 情况 下 ,线性 散 
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度 形式 方程 的 Holder fi th KY vk BH pe 2 he YT Tk oJ 
8.5). 定理 12.2 后 面 的 附注 当然 同样 可 以 用 到 定理 12.3 和 12.4 
上 去 . 


12.3. 一 般 形式 的 方程 ; 内 估计 
我 们 将 证 明 一 般 形 式 的 方程 (12. 必 的 解 的 导数 的 黄种 组 合 是 
散 度 形式 的 线性 彬 圆 型 方程 的 广义 下 解 ， 据 此 来 处 理 一 般 形 式 的 
椭圆 型 方程 (12.1)， 然后 应 用 弱 Harnack 不 等 式 ( 定 理 8.18 和 
8.26) 来 求 得 所 要 的 Holder 估计. 
假定 和 HAR ad 和 5 分 别 属于 C* (Q x R X R”) 和 OV OAXR 
XRD. KEQ H Qu=0 m Am MRE uC), F) x, k=l, 
…, % 求 微 商 , 我 们 得 
(12.15) a” (æ, u, Du) Duut+ Dpat (a, u, Du) Pru Dy 
+8,a% (æ, u, Du) Dju+D,b (e, u, Du) =0, 
其 中 8 是 由 下 式 定义 的 微分 算 子 : 
Sug (x, z, p) = Dag (E, 2, p) + Pi Dg (x, z, p). 
方程 (12.15) 可 以 写成 下 面 的 散 度 形 式 ; 
(12.16) D; (a? Dye) + (Dp? — Dy a") Dru Dn 
+ 6,0" Dyu — ĝa Dyu + Db =0, 
现在 我 们 记 v= | Duj’, 用 Diu 乘 方程 d2.16) 并 且 从 8= 工 到 人 把 
所 得 方程 加 起 来 ， 于 是 得 到 


《12 . 17) 一 a” Dyu Dra +5 D; (a Diw) + 5 (Da —D,,a") Du Dw 


十 Drudra' Dinu 一 > ða” Djv 十 Dy (d Dru) — bu 


= 0, 
其 次 对 yER 和 r=, ae n 我 们 定义 函数 
(12.18) w =W, =y Dru +v, 


把 (12.16) 和 (12.17) 结 合 起 来 得 到 方程 
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(12.19) — 2a” Dreu Deu D(a" D;w+ (2Dut+ yd") b) 
+ (Dua — D,,a") Dyu Diw + [(2Dut+ yh") bya" 
— 2b6") ] Dyu — ğa Dw =0, 

令 att=a' (a, u(a), Du(a)), 

ai (Œ) = (D,,a" — D,a") (œ, u@), Du(2)), 

fil) = 2Du@) +78") b(a, ul), Du(z)), 

b” (æ) = [ (2Dyu (x) + yd") ra” — 2878] (a, u(a), Du(a)), 

(e) =8,a" (a, ul), Du (2)), 
我 们 把 方程 (12.19) 写成 积分 形式 ， 对 所 有 的 《E03(0)， 
(12.20) | AD + ft) D+ 2a" DrD — a} DiuDe 

+éDw— b” Dy) t}de=0. 

我 们 现在 断言 , MR ABE uE), 积分 恒等式 (12.20) 仍然 是 
XIRI. A TEX A, B iUm COO E O O 的 意义 下 趋 于 
u, BI BAA 8) <2, 在 0 的 紧 子 集 上 {DS%ww) 一 致 收 化 到 Deu, 
因为 在 8 中 Qu 一 0, 我 们 在 2 的 紧 子 集 上 一 致 地 有 Q&um 一 0, 因 此 
在 相应 于 (12.20) 的 wm 的 积分 恒等式 中 令 moo, RRE 
(2.20)， 我 们 指出 ， 类 似 的 逼近 推理 表明 实际 上 只 需 假 定 
wEC(Q) NAW? 

为 了 进一步 进行 , 需要 从 (12.20) 中 去 掉包 含 Dou 的 项 , 因为 
Q AMA, 故 有 


a! Dra Dru A) D'u? >00, 
其 中 入 一 入 (x, ul), Du(w)). AH Schwarz RER, M(12.20), 
对 于 所 有 非 负 的 《ECnG2) 我 们 有 


(12.21) | (Dw +f) Dida 

<| {Qt Slat?) Du? +E K ae, 
在 (12.21) 中 用 Ce 代替 其 中 z= sup (Ld *D al), RAR 
把 问题 化 归 为 线性 理论 中 的 问题 .， 令 
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RSS] | 


ty 


ats (a) -= B2W(H) ptt (x) , 
F(a) -erof a), 
Ga) =t omen URF), 
这 样 , 对 于 所 有 非 负 的 《EC8(O) ,就 有 


(12.22) | {@Dyw-+F) DL —gl}de<0, 
即 函数 必 在 广义 意义 下 满足 不 等 式 
(12.23) Lw= D, (@ Dw) > — (9+ DF), 


如 条 有 必要 用 一 个 严格 包含 在 2 内 的 子 区 域 代 替 2， 就 能 够 假定 
AT LEQ 中 是 严格 椭圆 的 ， 而 且 假 定 系数 迪 , 产 和 9 BAR 
AY. 

Ry>0 Hid w= 土 7Du 十 2。 现在 我 们 来 证 明 : 为 了 推出 导 
数 Du, r=1, 2, ++, n, FY Holder 估计 ， 只 要 证 明 对 于 所 有 充分 
大 的 YER 和 7 一 1，…, n 不等式 (12.23) 戌 立 就 够 了 ， 因 为 选 
充分 大 ， 我 们 能 保证 在 某 种 意义 下 函数 w 的 行为 和 + Du 的 行 
为 是 一 样 的 . ?7 的 适当 选取 就 是 y=10nM， 其 中 M=sup| Du]. 
对 于 这 样 选 取 的 y, WE E 是 2 的 一 个 任意 子 集 , 又 取 7 使 得 

oso Duzose Du, =1, +, n, 

就 容易 证 明 
(12.24) 8n M 086 Dyu < osc w; <12n M ose Dy. 
此 外 , 为 简单 起 见 记 wt ut, FS Wt=sup wt, RIE 
(12.25) inf 之 (W*—w*)>10n M (sup D;u—inf Dw) 


+2inf v—2supv 
>6n M oso Du>< ose w, 
现在 我 们 能 够 方便 地 应 用 弱 Harnack 不 等 式 (定理 8.18) 了 . 
到 台 =Bsp(Yy) CQ, Ag u= W*—w* 将 是 方程 
Iu= (g+ Df’) 
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SHE EAR. RIMMER Ax 和 Hz 使 得 对 于 所 有 的 © EQ, 
Jn; + pl<K, 4, j, b=1, =, n, 
O<An<A(, 2, Pp), 
(12 . 26) pire a” (x, % p)|+|D,a (a, 2, p)| 
+- | Da" (s, 2, D| +| Daa” (e, 2, p) | 
+ |b(a, z, p), 
省 在 定理 8.18 PS p=1, 就 得 到 估计 | 
(12.27) R| We —w*) dss (W*-— sup wt+toa(R)), 


其 中 CO=Ctn, K, ux/Ac), K=|Ulie Ai oR) =R+R’, 利用 
(12.25), 我 们 看 到 或 者 对 wh 或 者 对 wm 不 等 式 


1 ant st 
EEn, (W= Ww ) de> 4 ose w* 


Bee 
RL. 我 们 假定 不 等 式 对 w! 成 立 ， 那 么 从 (12.27) 有 
OSG w <0 (W* —sup wt + o(R)) 

<C (ose w* — ose wt-+o(R)), 
因此 , 记 o (R) = oso wt, 我 们 有 
w(R) <yw(4R) +o(B), 
其 中 y=1-07, CO~=0O(, K, jr/NE). 

我 们 现在 需要 引 理 8.33 的 下 述 推广 . 

引 理 12.5 设 an, wre, WN, On, mrs ay = 0 是 区 间 (0, Ro) 上 
的 非 减 函数 , 使 得 对 每 个 RSR, 可 求 得 一 个 函数 O, WETER 
Gy (R) 之 0ooi( BR)， t=1, “ery N, 
ar (OR) <yo,(R)-+o(R), 

其 中 心 也 是 非 减 的 , Oo > 0 mM O<y, 8<1, WX THEA we (0, 1) 
MRSE 有 


(12.28) 


(12.29) aR <0} (FEY oto (RR), oo P 
0 
其 中 心 - CCN, do 6, YMa=aW, do, Ò y, ») 是 正常 数 ， 而 6 
(oy = max ar (Ro . 
i= eo N 
-y 
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简单 修改 一 下 引 理 8.23 立即 得 到 引 理 12.5 的 证 明 ， 所 以 这 
EM. 如果 现在 设 Bo= Ba, DEEN TRAE Q 中 的 球 ， 那 


么 从 引 理 12.5 了 到 N=2n, 60==8nM， 3- 了 开 而 /= = 立即 得 到: 


对 任何 RSA, t=1, +, n, 
(12.30) osc Du sxo R”, 
Br) 


其 中 C=C K, wx/An, Ro), a=an, K, urin. 因此 我 们 
得 到 了 在 下 述 定 理 中 断言 的 所 要 内 估计 . 

定理 12.6 i uC C?(Q) EQ pi E Qu-0, HH QQ 
是 椭圆 的 ， 又 系数 at COOxRxR), 6€O°QxRxR"), WX} 
EN O'C CO, 我们 有 估计 
(12.31) [Du] awa, 
其 中 C=O (n, K, ur/àr, d), K=|ulso, d=dist@’, 22) UR 
a=a(n, K, wx/Ar). ae 


12.4. 一 般 形式 的 方程 ; 边界 估计 | 

现在 假定 在 如 上 名 是 椭圆 的 ， 并 假定 系数 oY 和 2 分 别 属于 
O11OX RXR) #1 O°CQx RXR"), HaQeo?, HRE A 上 w= 
9， 其 中 pE). Hu-p Ru, 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假定 在 
00 上 ?= 一 0 此 外 , 如果 多 是 只 的 一 个 开 子 集 , 而 o> y=) 冠 
义 一 个 OPW) 坐标 变换 , 对 于 we 多 ,我们 有 


(12 .32) Qu =a" (a, u, Du) 5. ous D 
Ti 


ves 


+a” (a, u, Dw = D, wu +b (a, u, Du). 
ty 


因此 多 中 的 方程 Q4=0 变换 成 J 中 的 方程 Qu =0, 其 中 一 
uo, 并 且 包 满足 和 @ 同样 的 假设 . 所 以 具 要 在 平 直 边界 部 分 的 
一 个 领域 中 来 考虑 方程 (12.1) 就 够 了 .因此 , 设 卫 是 R"* 中 的 一 个 
FÆ, E Dt=DNACR] = {e ER" |e >0} 而 且 DN0QCoRi. 
定义 函数 和 ww 如下， 
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n—1 
(12.33) y= 2 |Du]?, 


w=W,=yDuto', r=1, =, n—i1, yER, 
BR, EDNA E w=0, MHA M1 nI RA, w 就 满足 
Fi #2 (12.20), 于 是 ,在 这 些 限制 下 我 们 有 | 
a“ Dr Dyu > 入 之 [Dw |? 


把 方程 (12 .二 写成 形式 
(12.84) D u= -去 人 SY a!D,u+) 


(Cn n) 
来 估计 缺少 的 导数 Dane, $12.34) 搬入 到 (12.20) 中 ， 同 上 节 一 
FIT, 我们 得 到 积分 不 等 式 (12.22)， 其 中 用 D' KREM x 
和 9 分别 换 为 
z=sup(L+A-*S at] +E la], 


g =A P RIEA] af |) 
+> bY ACA FS al), 
考虑 中 心 在 yoDNeQ 的 球 ， 用 边界 弱 Harnack 不 等 式 (定理 
8.26) 代 替 内 Harnack 不 等 式 ( 定 理 8.18), 遵循 上 节 的 证 明 , 我 们 
得 到 v 的 切 向 导数 的 一 个 边界 Holder 合计. BP, 对 于 任何 中 心 在 
YE DNIA 的 球 Bo 一 Br,(y) cD, EA R<R, F 
(12.85) 1030 Du<CR*, j=1, .…, n—1, 


Hr C=C(n, K, wx/Ax, Ro), K = [ul1,0 而 a=a(n, K, Wr/Nr) 
>0, 

M 22.35) 过 渡 到 剩 下 的 导数 Dnu 的 估计 类 似 于 12.14 hi 
度 形 式 方程 的 相应 步骤 . 设 DCCD, d=dist(D'N Dt, aD), 
yEDnD, Rxd/3, Bor= Bory), ne Oo (Bor), MK c 是 一 党 
数 ， 使 得 如 果 Barc D*, 则 c=inf w, 如 果 Bar N 0OQ49D, ay c=0, 
对 于 由 (12.33) 给 出 的 w, Pa Be E= (w—e)* =7*sup(w—e, 0) 是 
非 负 的 并 且 属 于 Wr’. RA Q=D* 的 积分 不 等 式 (12.22) 
中 , 则 有 
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kiii 4 一 子 b 


| Pulpazs<c| (P+ ]Dn]?(w—0)’)da, 


W C=C(n, K, wx/Ax)， 现 在 进一步 要 求 nE O<n<1, 在 
Bp=By(y) th 7=1 AR| D| <2/R. BA 


(12.36) Í, | Dw |*"da<CR*?* (R?+ sup (w—c)?), 
3 Bax 


其 中 Bi = {x€ Ba|w(%) >c} 
<OR*? (B?+ (osc w)?) 
<OR 3+3 h (12.30) Ai 2.35), 
Rp C=O(n, K, wx/hx, 2) Ma=a(n, K, ur/Àr). # (12.86) 
PR y=0 和 Y=1, 那么 对 BagCD( 在 这 种 情形 BE 一 BR 一 有 人 
Br), BINS 


(12.37) | 1Dpulaan<3| , (Do! 2+ [Dw |*)de 


SOR" tar pad, ve, 
如 果 Bor NOAD, FE 12.36) 中 我 们 要 求 y=0, +1, 则 再 次 得 
到 估计 (12.37)， 因 为 在 D'N Bz 的 每 个 点 上 函数 w* = Duto 
中 至 少 有 一 个 是 非 负 的 .所 以 , 只 要 I<*n, MEW yD NAD+, R 
<d/3, 我 们 就 有 估计 


(12.38) | | Dyu | 3d <O R244, 
DnB, 


HF (12.34), 对 1 一 7 一 m 估计 (12.38) 也 成 立 . 因此 , 由 定理 7.19 
有 | 
(12.39) [Du] apno SE, 
其 中 C=O(%, K, Lr/Ar, @), a=a(n, K, ur/A\d >0, 最 后 
3 RSE i DMH p, 我 们 得 到 Ladyzhenskaya 和 a 
的 基本 全 局 Holder 估计 . 

定理 12.7 设 uwE0(0) 在 8 中 满足 Qu=0, EPRE E 
是 椭圆 的 , 而 系数 a”EO1(02 x RxR'， bEO OxRXxR?"). HA, 
WME EQEC?, pE), 在 6Q ku=o, RIRE H 
(12.40) [Du] a;n SO, 


名 一 工 
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其 中 C=C(n, K, ur/Àx, Q, ®, K={ulio, D=|gla0, a= 
a(n, K, urr, 2)>0, 

检查 定理 12.6 A 12.7 的 证 明 表 明 : 如 果 只 假定 wEC (0O) 
NW A 以 及 对 某 个 gon, pEW?7(Q), Nth tr 2.31) 和 
(12.40) 仍然 成 立 . 在 这 种 一 般 情形 中 , 我 们 必须 取 D= |lgllwsccay, 
而 常数 CO 和 a 将 依赖 于 g. 

此 外 , 从 本 章 的 发 展 来 说 以 下 事情 是 明显 的 : 全 局 和 内 部 
Holder 估计 能 够 作为 部 分 内 估计 的 特殊 情形 来 实现 .也 就 是 ， 假 
定 算 子 久 满 足 定 理 12.7 的 假设 条 杆 ， 又 设 卫 是 922 的 0? 边界 部 
分 使 得 ww pE OUT), ÆT bu=o, WA, MRE QH Qu= 
0, UIE O'CCQUT, 我 们 有 内 估计 
(12.41) [Du] «oC, 

其 中 C=C(n, K, pr/aAx, T, ®, d). 
d=dist(Q’, GQ—T) Ra=atn, K, r/r, D >90, 


12.5. * Dirichlet 问题 的 应 用 

把 定理 10.4 12.2, 12.4, 12.7 结合 起 来 ， 我 们 得 到 下 面 的 
基本 存在 定理 . | | 

定理 12.8 设 0 是 R" 中 的 有 界 区 域 , PRATEN LE 
Ri, HAM eae CC1(OxXRXR"), DEC*(OXRXR"), 0<a< 
1. 设 68E0%% pEC**(Q), 那么 ,如 果 存 在 与 和 o 无 关 的 常 
数 M, {48 Dirichlet 问题 
在 Q H, Q,u=a" (a, u, Du) D,jt+ob(e, u, Du) =0, 
在 602 E, u=op, O<o<1 
的 每 一 个 0%**(0) 解 满足 
(12.43) ‘we =sup]u] +sup| Du] <M, 


则 Dirichlet 问题 一 在 Q 中 Qu~0, 在 6Q8 L u=g——#E O? (A) 


中 是 可 解 的 .如 果 @ 是 散 度 形式 的 或 者 如 果 m%=2, 我们 只 需 假定 
al CO*(QXR XR"), 


Dirichlet 问题 的 可 解 性 通过 定理 12.8 被 归结 为 有 关 的 一 族 
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(12.42) 


问题 的 解 在 空间 OCO) 中 的 先 验 估计 . 假如 定理 12.8 的 假设 条 件 
RE, 那么 我 们 只 需 实现 在 第 10 章 第 8 节 中 和 叙述 的 存在 性 方法 中 
的 头 三 步 就 够 了 . 而 且 引 用 更 一 般 的 定理 10.8 来 代替 定理 10.4, 
我 们 看 到 在 定理 12.8 的 陈述 中 , 问题 组 (12.42) 可 以 用 任何 形 为 
TE Q th Q,u=a"i(a, u, Du; o) Dyu+b(a, u, Du, o) 
(12.44) =0, 
在 22 上 u=0p, Kexi 
的 问题 组 来 代替 , 其 中 
(i) Q:~Q, b(e, z, p; 0) =0, 
Gi) 对 于 所 有 的 CE [0, 1, BOO LE, 
Gii) Ree”, b 都 充分 光滑 例如, a”, 5EOQO1(0 XRxR"x 
[0, 1]), 


评注 

定理 12.1, 12.2, 12.6 和 42.7 中 的 Holder 估计 属于 
Ladyzhenskaya 和 Ural’tseva[LU2, 3, 41. 我 们 关于 定理 12.6 和 
12.7 的 推导 是 [TR 了 Dg 的 改写 ， 虽然 我 们 保留 了 化 为 散 度 结构 不 等 
式 这 个 关键 思想 , 但 和 他 们 的 推导 多 少 有 点 不 同 . 
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检查 定理 10.5 的 证 明 表 明 : IE 10.7) 10.8) Ki 
算 子 来 说 , 带 有 光滑 数据 的 古典 Dirichlet 问题 的 可 解 性 只 依赖 于 
存在 性 方法 第 开 步 的 完成 , 即 依赖 于 边界 梯度 估计 的 存在 性 ， 本 
章 对 QCR” 中 的 一 般 方 程 
(13.1) Qu=a (x, u, Du) Dyutb, u, Du) =0 
提供 各 种 假设 ， 它 们 保证 了 解 的 边界 梯度 估计 . 这 些 假设 都 是 天 : 
于 Q@ 的 结构 条 件 和 关于 区 域 Q 的 几何 条 件 的 组 合 . 将 会 看 到 在 
拟 线 性 椭圆 型 方程 理论 的 梯度 界 方面 的 结果 没有 其 它 方面 的 结果 
例如 第 6 和 12 章 中 的 Holder 估计 一 一 深刻 ， 边界 梯度 估计 
是 通过 古典 极 大 值 原理 而 和 疗 函数 的 审慎 而 且 一 般 说 是 自然 的 选 
择 联系 在 一 起 的 .尽管 如 此 , 这 些 估 计 却 是 相当 重要 的 , 因为 它们 
在 确定 Dirichlet 问题 的 可 解 性 特征 中 看 来 是 主要 的 因素 ， 本章 
末 的 非 存 在 性 结果 将 证 明 这 一 点 . 

在 这 个 时 候 描述 一 下 后 面 要 采用 的 闻 函 数 万 法 是 合适 的 . 这 
是 在 第 2 和 6 章 中 已 经 遇 到 过 的 那些 思想 的 修改 ， 设 驴 是 一 个 机 
AAT, 形 为 
(13 .2) Qu=a'i(a, Du) Dyut+b(@, u, Du), 
其 中 5(w, z, p) 关 于 z 是 非 增 的 , HRE uE? NOE A 
中 满足 二 0， 假设 在 一 点 zo COQ WEARER N EN n 中 存在 
两 个 函数 w*: 一 人 E02(NN0) OiCAN NA), 使 得 

G) Æ NNR H Qw*<, 

Gi) w* (zo) =u (to), 

(iii) w~ (s) sule) wt (s), EON NN 0Q). 
那么 , 把 比较 原理 (定理 9.2) YAAK oN E, 就 得 出 
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MAA cEVNQ, w (2) <ul) <u), 
BELL, 由 (i) 得 


w (x) -w (£o) < u(x) —u (ao) < wt (x) —w* (æo) 


| £ — 2q | |£ — zo| | a— 2 | 
从 而 , 只 要 wt 和 % 的 法 向 导数 在 wo 点 存在 , 则 它们 满足 
ow Ou ow 
(13.3) 一 oo) Sp (£o) <= Dp (xo). 


我 们 分 别 把 w* 叫做 算 子 @ MMR u TE ro ALM HR FAD 
数 . 它们 在 所 有 点 oC 上 的 存在 性 与 一 致 有 界 的 梯度 一 起 就 
蕴涵 着 u 的 所 需 边 界 梯度 估计 ， 这 里 在 8 中 满足 Qu=0. 

在 决定 闸 函 数 的 构造 之 前 , 有 一 个 合用 的 变换 公式 是 方便 的 ， 
首先 , 设 工 是 民 中 的 某 个 区 间 , MR vdeo), HH pend, 在 
IEY 那么 对 于 wv(z) EI 我们 有 | 


(18.4) Qo = p'a Dyv + 


y" 
r)? 
Rk a”, E H O 的 变 元 是 %, u=4 (o) i Du=p' Do, HR, 对 于 某 
SpE, RNS u=v+p. 那么 ,对 于 2EQ 我 们 有 
(13.5) Qr =Qu =a" Dyv +a” Dyo +b, 
HH a” Al 6 Ay AB sc ft a, u=v-+o Al Du=Dv+Dop, 定义 函数 
F 如 下 : 
(13.6) F(a, z, p, 0 一 old(o 2, P) (mq) (D-H), 

(x, 2, p QEQXRXxAR xR, 
我 们 知道 对 于 (18.5) 中 的 变换 算 子 Q, 有 
(13.7) &(x, v, Dv) =F (a, u, Du, Do), 
虽然 在 第 12 章 中 为 了 进行 边 值 的 减法 已 经 隐 含 地 用 了 公式 
(13.5), 但 就 我 们 这 里 的 目的 而 言 , 显 式 关系 (13.7) 是 重要 的 .我 
们 不 久 即 将 看 清楚 ， 公 式 (13.4) 和 和 (13. 外 在 某 种 程度 上 预示 着 为 
构造 曾 函 数 所 需要 的 结构 条 件 的 本 质 ， 在 本 章 我 们 将 处 处 假定 算 
子 @ 在 区 域 @8 中 是 椭圆 的 . 


G+b, 
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13.1. 一 般 区 域 
我 们 从 构造 一 个 可 用 于 任意 光滑 区 域 的 闸 函 数 开 始 . 假设 8 

在 点 xzoE OQ 满足 外 部 球 和 条件， 所 以 存在 一 个 球 B=BeYy), 使 有 
mE BNO-BN2Q, 我 们 定义 距离 函数 dl) 一 qist(z，3B) Mf: 
au=Ya@), Eh Peco? [0, oo0) 而 且 炎 >>0。， 由 于 公式 (18.4), 对 
Fit fl u ECCO) NCQ), RNA 
(13.8) Qw=a'i(a, uls), Dw) D,w+b(a, ule), Dw) 
pond 

m—1),, n 
<E-D y Atb a 
AX Dgd= |z—y|-(|a—y|78y— (amy) (or 一 9 )， 
就 得 到 (13.8) 中 最 后 的 不 等 式 . 现在 假定 Q 满足 一 个 结构 条 件 ， 
即 ， 假 定 存 在 一 个 非 减 函数 上 w， 使 得 对 所 有 满足 pl >u Uzi) 的 
(z, 2, p €EQxXRXR", 


= b'a” Dyd + b + 


é; 


(13.9) ipl A+ [b] sulle, 

E 3.9) FAR OF (13.9), Bin b> p— nM), 我 们 就 得 到 
六 y" 

(13.10) Qu<( ane +), 


其 中 v= (1+ (n-1)/R)u, M =sup|u|. WEK EAH p: 


(13.11) pd) == log (1+kd), k>0, 

和 邻 域 MN =N n= {DE| d(e) <a}, a>0, 显然 在 但 中 业 '= 
一 pw)”， 此 外 ,如果 kaxe*—I1, My 

(18.12) h(a) = = log (1-+ha)<M, 

从 而 

(13.13) Yd) = 


k k 
varta vOtkg ENNA F 


k 
> per 


因此 , 如 果 选 4 和 < 满足 不 等 式 
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>u WRhepve™, 


(18.14) kepve™, kaxe™—1, 
RENNA 上 w=0， 则 函数 ut =p OER T O MRR ute 
zo K — AER Ph Be. 类 似 地 , pa wT = — bd) 是 一 个 对 应 的 下 疗 
Be, ALI, URE 2 RRA Qu=0, 从 (13.3) 我 们 就 得 到 估计 
(13.15) | Du (ae) | <W (0) 一 Ae 如 果 在 (13.14) 中 等 号 成 立 . 
因为 整个 本 章 的 估计 本 
质 上 都 是 用 上 站 所 说 的 论证 
推导 出 来 的 ， 但 是 要 用 别 的 
曲面 代替 上 曲面 OB, 这 种 情况 
可 用 图 3 来 说 明 . 
现在 我 们 把 估计 (13.15) 
推广 到 非 零 边 值 , 设 pe 
C2(2)， 并 设 在 CQ 上 wp. 
那么 我 们 要 求 由 (13.5) 给 出 
的 变换 算 子 满足 结构 条 件 
(13.9). 所 以 对 于 所 有 的 R 3 
(s, 2, 2p) EQxRx Rr 和 满足 |p 一 Dp| 宇 x(]z|) 的 某 个 非 减 函数 
K, 成 立 
(13.16) (|p—Dp| + | D%p|) A+ |b] <pC2z|)F@, z, p, Do) 
RBS. HA 
(13.17) F(a, z, p, 9) =a" (a, z, p) (pi— gi) (Pp;— 95) 
> 二 E—a'gq; 由 Schwarz 不 等 式 ， 


之 去 So—Algl’, 
我 们 看 出 : 只 要 选 
w=4(u+ [pl + lee), 
结构 条 件 (13.9) 就 缠 涵 (13.16)， Bik, Hu-ohu, Herp, 
估计 式 (13.15) 将 成 立 ， 所 以 我 们 能 够 断言 下 面 的 边界 梯度 售 
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定理 18.1 BucPQ nee 2 Pie Qu=0, 02 
上 w=p. 假如 2 满足 一 致 的 外 部 球 条 件 而 且 pCC?7@). 那么 ， 
如 果 结 构 条 件 (13.9) 成 立 ， 在 6Q 上 就 有 
(13.18) | Du| <c, 
HpCc=C(n, M, p(M), ©, ò), M =sup|u], P= |@loo M ô Æ 


所 假定 的 外 部 球 的 半径 . 
把 条 件 (13.9) 写成 以 下 形式 常常 是 方便 的 : 

(13.19) pA, b=0(8) 当 lpl 一 < 时 ， 

其 中 关于 |p| 的 极限 行为 应 理解 为 对 任何 N>0# 0x (~W, N) 

中 是 一 臻 的. 特别, 如果 Q HEN N>0 在 Qx (—N, N) xR 中 

EBRAR, 即 A-O(Q), REZA O-OC |p|), 则 满足 结构 

条 件 (18.9). 


13.2. ORR 

ASE ART Ae TF FF oh Dk a Sh ROY OB 
造 . (RE OER 2 C002 处 满足 外 部 平面 条 件 ， 因 而 存在 一 个 超 
平面 多 使 mECPNQ=PYPNAQ, A dla) =dist(a, F),w=b@), 
那么 对 于 任何 Muco) NCA), 我 们 得 到 


(13.20) Spa Dyd + b+ nr = b+ ae e. 

Alta 6=O(8), Aim Se TER EA u, “lol >u lz RRR 
A 

(13.21) [| <ul DE, 


v= uM), M=sup|ul, ERR RBS AT ELM. A 


假如 在 如 中 Qu=0, 在 39 Lu=0, 我 们 就 得 到 Dule) 的 一 个 估 
HT. 为 了 把 这 个 结果 推广 到 非 零 边 值 pgp， 我 们 要 求 4D?p 和 b= 
OCF), XS PAE ER BR u, 4 lp—Dp] >p], 
(13.22) Al Dpi +b <u F 
成 立 ， 所 以 有 下 述 估计 . 

定理 13.2 设 旭 9gEC2Ge)nocO) 在 9 中 满足 Qu=0， 在 


€2 上 满足 4=gp, HBE nK. BA, WRAK 13.22) 
RL, RIE 24 上 就 有 

(13.23) | | Du| <O, 

H C=C (an, M, (M), lpla:0), M =supļ]u]. 


与 上 节 中 一 样 , 在 定理 13.2 的 假设 中 , 结构 条 件 (13.22) 可 以 
用 与 边 值 9g 无 关 的 条 件 来 代替 . 特别 , 或 者 是 条 件 
(13.24) A~o(€), b=0(£) 4 |p| > 时 ， 
或 者 是 条 件 
(13.25) A, b=O(A|p|?) 4\|p|>oo 时 ， 
Ba Xt THER F |e loo 的 函数 KL，(13.22) 式 的 正确 性 .前 
一 个 蕴涵 关系 是 不 等 式 (18.17) 的 一 个 推论 ; 从 不 等 式 
(13.26) F(x, 2, p EA, 2, p) |\p—q’, 

(a, 2, p 9) EQxRxR*xR" 


得 出 第 二 个 蕴涵 关系 ， 所 以 我 们 能 够 断言 定理 13.2 的 下 述 推论 ， 

推论 13.83 设 wEO(8) mnOLCO) 在 @ 中 满足 Qui=0， 在 39 
上 w=g， 假 如 2 是 西 的 而 且 CCQ), 那么， 如 果 结 构 条 件 
(13.24) 或 由 3.25) 成 立 ， 我 们 在 22 上 就 有 
(13.27) | Du} <O, 
其 中 C=CG M, p, |plae). 

推论 13.3 特别 可 应 用 于 由 
(13.28) Mu= (1+ | Du|*) du— DuD ud, ju 
LARA TM, Be HA=1, d=14+ |p}? 9 BA” 
和 Gii)), 所 以 对 于 方程 Mu=0, 在 凸 区 域 中 边界 梯度 估计 是 成 立 
的 . 在 二 维 情形 中 已 经 是 很 强 的 这 个 结果 ， 对 于 高 维 的 情形 将 在 
下 一 节 中 得 到 改进 . | 

下 面 我 们 假定 区 域 2 在 点 Cl 满足 一 个 封闭 球 条 件 ， 即 
存在 一 个 球 刁 = Bply) DQ, Erca, 4 d(a) =dist(s, 2B) A 
20= 由 (qd) ,于 是 对 任何 YEOCLO) NA, BF 
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(13.29)  Qw=w'a"Dyd b+ oe g 
Wigg yp" 

<- OF -E*) ++ cay. &, 
其 中 nI z 2, p) = La (%, 2， p) | Ry zr =a" Ca, Zy p) in &*° =<; 
Ipi. 由 于 , 
Dd = — |a— —y|*(la— yl (x,~y;) (一 内)， 
就 得 到 了 最 后 那个 关系 式 ， 如 果 5 或 者 用 多 或 者 用 8 界 住 ， 现 
在 就 可 从 (13.29) 导出 边界 梯度 估计 .确实 ， 设 pE0(9) 并 假定 
存在 一 个 非 减 函数 使 得 对 于 |p 一 Dy | 之 nh， 
(13.30) a*Dyp-+b| <4 lp- Dol IHT. 
区 域 8 叫做 一 致 凸 的 ， 如 果 它 在 每 个 边界 点 处 满足 带 有 国定 半径 


五 的 封闭 球 条 件 . 于 是 ， 我 们 前 面 的 阅 函 数 构造 产生 下 面 的 舍 
it. | 


定理 18.4 Hu, pgE03(Q) NCO Q 中 满足 Qu=0,， 在 
09 Kump, MOBE, WA, 如 果 结 构 条 件 (13.30) 成 
立 , 我 们 在 99 上 就 有 
(13.31) | Du| <0, 
Http C=0(m, M, RM), R, (pluo). 

显然 带 有 依赖 于 |p|so W E WARRI (13.80) RARR 
(13.82) b=0(Alpl) 当 |p|-> co 时 ， 
或 者 被 条 件 | 
(13.88) A-O(alp|), |b) <2 F+0Clp/» lpl>oo 时 


所 蕴涵 ， 所 以 我 们 有 定理 13.4 的 下 述 推 论 . 

推论 18.5 uco 由 01(Q) 在 8 中 满足 Qu=0， 在 30 
上 w=p. 假定 2 Æ- KhA, pE), WA, WREKE 
(13.32) 或 (13.88) 成 立 , 我 们 在 CQ 上 就 有 
(13.34) | Du| <0, 
其 中 COC=OG M, wd), lolae, B). 
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推论 18.5 特别 可 用 于 规定 了 平均 曲率 的 方程 


(13.35) Mu=nH (z, u, Du) G+ | Du33, 
ZEZ =1+(n-1)+lp|), AMRE H Fpl >u) 8 
足 | 

(13.36) - || < 25, 


则 对 于 一 致 凸 区 域 中 (13.35) 的 解 , 边界 梯度 估计 成 立 ， 在 高 于 二 
维 的 情形 , 这 个 结果 将 在 下 一 节 中 得 到 改进 . | 

4 b= O 时 结构 条 件 (13.32) BABE. Cet, HERE 
函数 可 以 导出 推论 18.5， 因 为 边界 流 形 (G8，g) 将 满足 有 界 斜 率 
条 件 . 而 且 当 推论 18.5 中 条 件 (13.32) 成 立时 , 对 充分 大 的 形 
为 w=kd(d=dist(«, OB)) 的 曾 函 数 对 于 证 明 来 说 就 足够 了 ， 从 
上 面 的 证 明 中 看 出 以 下 事实 也 是 清楚 的 ， 如 果 定 理 的 假设 中 所 假 
定 的 结构 条 件 只 对 239 的 某 个 邻 域 中 的 成立 ， 本 节 的 各 结果 将 
继续 有 效 . | | 

附注 “ 稍 作 修改 后 本 节 和 上 节 的 考虑 可 以 结合 起 来 ， 因 而 边 
界 梯 度 估计 只 是 由 边界 39 的 局 部 行为 所 确定 的 ， 这 里 确切 陈述 
一 下 0? 区 域 的 这 种 结果 是 合适 的 . 设 “=x(oo) 是 22 在 wo 处 的 
主 曲率 中 的 最 小 值 ， 又 设 "一 *(zo) 表 示 99 在 wo 处 的 内 法 向 . 假 
定 存在 一 个 非 减 函数 万 使 得 对 每 个 waE 9, 有 一 个 s>0, 对 此 
(13.87) [ai Dyptb| <7 |p| +m(\2|)F, o 

V (a, z, p) EQXRXR*, 

HWE |e—mol<e, |-P—>e to] <s U&|p—Dp|>i, 
那么 在 OQ 上 有 估计 | 
(13.38) | Du! <O, 
其 中 C=C(n, M, p(M), £). MERAMA R 2 EIA, x(t) >= 
常数 ,只 要 用 xo RE x， 我 们 就 可 以 在 (13.37) 中 取 非 严格 的 不 等 
式 ， 作 为 这 里 行为 的 可 能 类 型 的 一 个 说 明 , 我 们 考虑 方程 
(13.89) Qu = Dvt (1+ | Deu|*) Dau =0, NSO, 
这 时 , 对 于 凸 区 域 9 和 任意 的 pEC2(9)， 边 界 梯度 估计 将 是 成 立 
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的 ， 只 要 当 > (zo) (+1, 0) 时 x(zo) >0, MRE OQ 的 曲率 总 是 
正 的 , 但 在 切线 平行 于 os 畏 时 有 可 能 除外 . 


13.3. 边界 曲率 条 件 

本 章 中 迄今 我 们 已 经 构造 了 闸 函 数 ， 用 常 曲率 的 一 个 外 部 曲 
面 ( 平 面 或 球面 ) 的 距离 函数 表示 . 在 确定 施加 在 算 子 Q@ 上 的 结构 
条 件 时 , 后 者 的 曲率 是 重要 的 因素 .在 多 于 两 个 变量 的 情形 , 由 于 
允许 更 一 般 的 外 部 曲面 , 我 们 以 前 说 的 凸 性 条 件 可 以 大 大 放松 ,以 
下 我 们 将 假定 ACO, 并 用 边界 88 本 身 作 为 一 个 适当 的 外 部 曲 
W. 令 d(x) =dist(@, 22), 从 附录 我 们 知道 4ECO*(), 其 中 全 = 
{ZE€0|a(w) <d} HA a >0, HU, WMR w=4d), RP YE 
O7[0, co) fH b'>0, BAR (13.4), MET ueo NA), 
我 们 有 
(13.40) Quw=a (a, ut), Dw) Dywtb(a, vw), Dw) 

alas 4" 
p'a“ Dud +b + wy f, 


作为 本 节 一 般 理 论 的 一 个 预备 性 说 明 ， 我 们 考虑 极 小 曲面 算 

FM 这 一 特殊 情形 ; BN, 我们 取 

(13.41) aS (a, z, p) = (1+ |p|*)8s—pepy. 

于 是 我 们 有 

(13.42) a" Dyd= (1+ |W’ |?) 4d- |W |?D, dD, dDyd 
=(1+[f'|*)4¢ 因为 |Da|=1, DadDjd=0 
<~- m-i) a+ [f'|)H' 由 引 理 A2, 

其 中 五 ' 是 80 在 其 上 最 靠近 的 点 y=y(w) 处 的 平均 曲率 . 因 

th, MR OQ 到 处 有 非 负 平均 曲 幸 ， 如 同 在 上 节 凸 区 域 的 情形 那 

样 , 我 们 得 到 


Qw<b+ 


Ce 
[村 
如 果 5=O(2| 9， 那么 与 上 节 中 对 任意 O70) 边 值 一 样 ， 就 得 到 
边界 梯度 估计 ， 在 下 一 节 中 我 们 将 证 明 ， 对 于 极 小 曲面 方程 Mu 
=0, 这 个 结果 是 强 的 。 利 用 关系 式 (13.40) 和 (13.42) 我 们 还 可 以 
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对 规定 了 平均 曲率 的 方程 (13.85) 推出 一 个 相应 的 强 的 结果 . 然 
而 ,我 们 先 回 到 一 般 的 情形 ， BER 的 系数 按 如 下 方式 分 解 ， 邵 
对 于 ps0, 我 们 有 

at = Aatita¥, i, j=1, =, n, 


13.43 
( b= |p| Abo do, 


其 中 

až (æ, 2, p)=ak(a, p/|p|), d(x, z, p) =bo(a, z, p/|pl), 

对 所 有 的 cE Q, lol =1, EER, as(w, o) &E;>0, 
而 且 be 是 2 的 非 增 函数 ， 例 如 , AE) AR M 的 情形 , 我 位 
可 以 取 

at, =31j—pip;/ | pl’, af =pps/ |p|". 

Fl FRB a], 我 们 引入 平均 曲率 的 一 个 广义 概念 如 下 ， 即 , Bey 
是 OQ 的 一 点 ， 又 设 w> 表示 OQ E y 点 的 单位 内 法 向 ，x1，*…*，Xn-1 
是 30 在 y 点 的 主 曲 率 ,而 41,，…， On 是 关于 在 y 点 的 一 个 对 应 主 
坐标 系 的 矩阵 [4 的 对 角 元 ， 然 后 我 们 定义 


(13.44) A*(y) = S'al, tv)x, 


因为 a0, i=l, =, n, E A+ OQ E y RRRA IRE. 
此 外 ， 在 极 小 曲面 算 子 用 的 特殊 情形 ， 我 们 有 a=1, ?一 二 …， 
n—1, dh 一 0， 因 而 
A HY = D n= aD), 

其 中 五 '(y) 表 示 OQ 在 y 点 的 平均 曲率 ， 通过 引 理 A2 我 们 知道 ， 
曲率 Of * 与 距离 函数 d 由 下 式 联系 : 
(13.45) KH*(y) =—ab(y, +Ddy)) Dud ly). 

为 了 推广 我 们 早先 关于 极 小 曲面 方程 的 结果 ， 假 定 不 等 式 
(13.46) K*>baly, u, v) 
在 每 一 点 yE 900 成 立 ， 此 外 ， 我 们 假定 函数 ad, beC XRX 
R") 而 且 @ 满 足 结构 条 件 | 
(13.47) A, |plaf, b=O(@) |p| k}, å, j=1, =, n, 
PRU SSE TEM RK u, 4lpl ee (2D NA 


. 29t- 


(13 .48) A+ |p| Zlao| + [bol sehe. 
和 以 前 一 样 ， 最 初 我 们 将 假定 函数 ut OQ LITE. RERU 
各 以 前 一 样 ,由 于 (1i3. 和 4 和 (13.48) 我 们 有 
Qw=a" (x, Lr), Dw)D w+ | Dw] A(z, ulyz), Dw) 
“bw, w, DW) +bo(a, ula), Dw) | 


= WA (a8 Dd + bu) + lat Dyd+bo+ rab £, 


其 中 afD,d+6.=all(e, v) Dyd(e) +5.(@, w, v) 
<al(x, v)Dyd(y) +b (w, 0, v) 由 引 理 A2 
< (ala, v)—alty, v)) Dyd (y) +b, 0, v) 
— bo (y, 0, v) H 13 .45) 和 (13 .46) 
<Kd, 
XE ysy) E OQ 上 最 靠近 o 的 点 , v= Dd(y) =Dd(2) Æ OO Æ 
y 处 的 单位 内 法 向 , 而 常数 天 由 下 式 给 出 ; 
{13.49) K = sup 
| (at a, v) — ay, v)) Dud (y) + bee k u(y), v) — be (y, u(y), v) | 
|&—y l 
因此 , H 3.48), 只 要 Wd<1 Ai p >u, 我 们 就 有 
Qu<KwW'dué + +sup|D’d|) ue + 


H 


us 
TARM 


yb" 
<(v ta), 
Hh v= (K+1+sup|D*d|)u, w= w(t) Al M=sup|u|. 因此 由 


AR (13.11) W HEM k EKAI <d, 函数 wt = w 将 是 
算 子 久 和 函数 在 00 的 每 一 点 处 的 上 疗 函 数 . 只 要 用 在 60 的 
每 一 点 y 上 成 立 的 不 等 式 

(13 .46)‘ A-S—boly, uly), —v) 

代替 (13.46), 下 闸 函 数 就 类 人 地 构造 出 来 . 由 此 , 如 果 (13.46) 和 
(18.46)! 都 成 立 并 且 在 Q 中 @v=0， 则 v% 在 每 点 zo€60 将 满足 
估计 (18.3). 为 了 把 这 个 结果 推广 到 非 零 边 值 pg， 我 们 要 求 4， 
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[pl ai! Al bo= OCF), 即 对 于 某 个 非 减 函 数 pw, 4 |p—Dp| Sp (|z)) 
时 
(13.50) A+ |p| Xai | + | bo] <u(j2))F. 
XF 13.5) A HERAF Q, 我 们 可 以 取 a =at, bola, 
z+, p)—b.(#, z, Pp) ,所 以 条 件 (13.46) 和 (13.46)' 是 不 变 的 . 因 
此 我 们 有 下 述 估计 ， | 

EH 18.6 it uco) NOO), pE) 在 2 中 满足 
Qu=0, Æ 02 Lu=y, 假定 @ 满 足 结 构 条 件 (13.43)，(13.50) 而 
且 在 每 个 点 VE2G 不 等 式 
(13.51) #+2>b.y, py), vV), HA bYy, oy), —v) 
RY. 那么 在 02 上 有 估计 
(13.52) | Du} <O, 
其 中 CO=O M, pM), Q, K, plan), M=suplul, m K # 


在 (13.49) 中 用 9 代替 .后 给 出 的 常数 ， 

与 13.2 节 中 处 理 过 的 凸 区 域 8 的 情形 一 样 ， 在 上 述 定理 的 
假设 中 ， 结 构 条 件 (13.50) 可 以 用 不 依赖 于 边 值 p 的 条 件 来 代替 . 
特别 , 或 是 条 件 | 
(13.538) A=0(@), |play, bb=O) 当 |pl—> æf, 
或 是 条 件 
(13.54) 4, Ipla, bo -O(A|p|”) 当 |2| 一 co Bt, 

2 23 PEM lo leio 的 函数 &，(13.50) 的 正确 性 、 所 以 
我 们 可 以 断言 定理 13.6 Wy TORE. 

推论 13.7 设 wEC?(Q) NC), pEr) 在 Q 中 满足 
Qu 一 0， 在 2 上 wgp. 除 (13.48) 外 还 假定 结构 条 件 (13.58) 或 
(13.54) 成 立 , 而且 在 2 上 满足 不 等 式 (13. 叫 ) ， 则 在 68 LAT 
计 
(13.55) | Du| <C, 

其 中 C=C，M p, Q, K, lolap). 
把 推论 13.7 用 到 规定 了 平均 曲率 的 方程 
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(13.56) Mu=nH (2, w) (1+ | Dula’, 
Hh HECO(OXR), D:H >0, 这 时 就 产生 下 面 的 结果 . 

推论 13.8 ṣu EHE (13.33) 在 8 中 的 一 个 0 (0@) 个 
01(0) 解 ， 在 60Q 上 wp， 其 中 gE02(0)、 假定 OOM FINS 
五 ' 使 得 
(3.57)  H’'(Y)>—IHGy, o&))|, vyeag, 


多 一 了 
则 在 Atit 
(13.58) | Du| <O, | 
R O=0(n, M, Q, Hi, \plao), M=sup|u|, Hi= sup. 
((H|+|DH)). 


推论 13.8 是 强 的 , 这 将 在 下 节 得 到 证 明 . 注意 这 个 结果 可 以 
按照 我 们 先前 处 理 极 小 曲面 方程 MNu 的 路 子 去 做 而 更 直接 地 
推导 出 来 . 

到 现在 为 止 本 节 的 结果 都 必须 对 最 大 特征 值 4 KF ALE 
和 的 行为 如 上 某 种 限制 . 现在 我 们 进而 考 碟 不 加 这 些 限 制 的 情 
形 , 但 是 作为 补偿 , 不 等 式 (13.51) 必 须 在 严格 意义 下 在 24 上 处 处 
成 立 ， 这 种 情形 的 先例 是 推论 13.5 中 结构 条 件 (13.32) 成 立 的 情 
E. 为 了 继续 进行 , 我 们 假定 在 分 解 (13.43) 中 系数 al, 6. 在 OQ 
Xx 民 xR* 上 连续 , 并 且 系 数 
(13.59) aif=o(A), bo=0(\p|A), Hlp 时. 
Huc NCQ Q hw Qu=0, 在 9 上 wp， 其 中 
PECO), 并 假定 严格 不 等 式 
(13.60) #*>bo(y, py), V), Á> — bey, GY), —») 

在 39 上 处 处 成 立 ， 一 开始 假定 p=0, PUNTERS, 令 
w=hd, 根据 (13.59), 我 们 有 
Q=a" (x, ula), Dw) Dyw+|Dw|A(a, ule), Dw) bw, w, Dw) 
+bo(a, uta), Dw) 
= kA lat (æ, Dd) Dyd+6b.(a%, w, Dd)) 十 pa Dydt bo 
= A{k(a‘i(a, Dd) Dyd+b.(a@, w, Dd) +0(&)}. 
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现在 , 由 引 理 A2. 关 系 式 (13. 人 5) 和 dbe 关于 2 非 增 这 一 事实 , 知 存 
在 正常 数 x 和 @<do, ERER MN = {2 €O|d (x) < 中 中 
a(s, D&A) Dyd+bo(@, w, Dd)<—x, 
由 此 对 充分 大 的 ,我 们 得 到 
Qw<A(—hky+0(k)) <0, 
因此 , 选 足够 大 , 使 得 还 有 ha>sup jul, 函数 wt =w 将 是 OQ 的 


每 一 点 上 算 子 久 Mm uO EI. 类 似 地 函数 w-= 一 w 将 
是 相应 的 下 闻 函 数 ， 从 而 对 于 wEC1(G)， 我 们 得 到 在 2 上 |Dul 
<k, fu tem u—p 并 利用 (13.5)， 这 个 结果 自动 地 推广 到 非 零 
边 值 g 的 情形 ， 于 是 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 估计 . 

定理 18.9 g ucena, pEr E Q 中 满足 
Qu 一 0， 在 6Q 上 wp. 假定 Q 满足 结构 条 件 (13.43)，(13.59) 
并 且 在 每 一 点 yE6Q, 不 等 式 (13.60) 成 立 。 则 我 们 在 AQ LATA 
计 
(18.61) | Du| <O, 
其 中 C=C(n, M, aff, af, ba, bo, O, | plea) 而 M =sup]|u]. 


在 定理 13.9 中 常数 C 对 系数 of, bo 的 依赖 性 是 通过 结构 条 
件 (13.59) 表 现 出 来 的 ， 而 O 对 系数 a, bo 的 依赖 性 是 通过 它们 
FE CQXRX*R” 上 的 连续 模 玫 现 出 来 的 . 

为 了 结束 本 节 ， 我 们 来 指明 这 里 的 结果 和 上 几 节 的 结果 之 间 
的 关系 . 如 果 在 分 解 (13.43) 中 取 a{=b.=0, WMH 13.6 就 化 
为 9EOC2 的 定理 18.1. 其次, 尽管 13.2 节 中 凸 区 域 上 的 结果 不 
是 定理 13.6 和 13.9 的 特殊 情形 ， 但 是 却 为 定理 13.6 和 13.9 的 
变形 -一 一 在 习题 13.2 和 13.3 中 处 理 一 一 所 包含 ， 


13.4. JERE 

我 们 在 这 里 介绍 的 某 些 非 存在 性 结果 表明 上 节 定 理 中 的 许多 
条 件 不 能 作 重 大 的 放松 . 因为 本 节 考 虑 的 方程 类 包括 那样 一 些 方 
程 ， 对 于 它们 ， 第 10 章 记述 的 存在 性 方法 的 第 工程 第 HI 步 是 容 
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易 验 证 的 , 由 此 可 见 这 些 情形 的 Dirichlet 问题 的 非 可 解 性 是 由 于 
没有 边界 梯度 估计 ， 确 实 ， 这 些 方程 的 这 种 估计 的 非 存在 性 可 以 
通过 类 似 于 下 面 所 用 的 技巧 直接 得 到 证 明 . 

我 们 处 理 非 存 在 性 结果 的 主要 工具 是 比较 原理 (定理 9.2) 的 
下 述 变 形 . | 
”定理 138.10 %2 ÈR 中 的 有 界 区 域 ,， 7 是 99 的 相对 开 
CRA. MA, 如 果 Q@ 是 形 为 (13.2) 的 椭圆 算 子 , uE N 
(QUT), vE NCE Q 中 满足 Qu>Qo, 在 9- 和 上 
uxv, 在 厂 上 ao/ap= 一 co， 则 可 推出 , EO uso, © 

证 明 由 定理 9.2, 我 人 有 


‘sup (u—v) <sup(u—»)*, 
o | Tr 


因为 在 上 Ah el 


ET LAA uo TEREKE. AEQ H u<, J 
为 了 应 用 定理 13.10， 我 们 设 YEaG 是 固定 的 ，6 = diam 9， 
0<a<6, MAAS RON Pe AY RK w, 
wa=amt+br), r=|s~y], 
其 中 mER, YEO (a, 3) 使 得 出 (3) 一 0 Y'<0, p'a) =o, 利 
FR (18.8), WF uco? (a, r>a, 得 到 
(13 .62) Ow =a (s, u(x), Dw) Dywt+b(a, ule), Dw) 


-E (7-8) ft, 
T= (a) Hm, E= ip), MS 的 变 元 是 x%, u@) A Dw, W 
在 我 们 想 这 样 来 选 峭 使 得 对 某 个 常数 M, ERR O= {cE Q|r> 
a，iu(o) | >My Qw<0, 如 果 这 样 做 了 而 且 在 Q 中 Qu=0， 那 
么 , 根据 定理 13.10 我 们 就 有 


(13 .63) sup uxM+m+iia), 
ü~ Baly) 
其 中 m= sup u, 
30— Baly} 


估计 (13.68) 可 以 看 作 是 建立 非 存 在 性 结果 的 一 个 准备 阶段 . 
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我 们 将 考虑 两 种 不 同 的 情形 . 
G) 首先 , 假定 对 于 CEQ, |2|>M, |p| HL, A 


(18.64) b<— |p|°é, 
其 中 M, LAO 是 正常 数 . 然后 令 
(13.65) U(r) = K [(8—a)*— (r—a)*], 


其 中 B= (24+0)/(34+6), KER, 我 们 得 到 , 对 于 充分 大 的 K, 在 
6 中 Qw<0, 因此 对 这 种 情形 估计 (13.63) 成 立 . 
Gi) 其 次 , BEM 2EO, |2|>M, |p|>0, 4 
b<0, 
<I E") |p|, 
其 中 ,8 AM IER. 那么 对 于 特殊 的 选择 
(13.67) u(r) (各) | (los Ly” dt, 
其 中 6=1/G+ 人 ,在 4 中 我 们 就 有 
7 s |- y" 
Qw<(- Cia )£ <0. 
所 以 , 又 推出 估计 (13.63). 注意 由 (13. 67) 给 出 的 函数 少 满 足 
lim (a) =0, 
现在 假定 区 域 2 满足 在 点 Y 处 的 内 部 球 条 件 ， 所 以 存在 一 个 
球 B= Bs (a) CO, 使 9E 互 20， 那 么 ,考虑 如 下 定义 的 函数 u", 
(13.68) w" (æ) =m" xr), 9 一 12 一 2o|， 
其 中 mER， 而 xE0(0, R-e), 0<8<R 1E1415 z(0)=0, z'>0 
Ba (Re) =o. 03.62), HF >O 我 们 有 
(13 .69) Qu” =F — E*)+ 


(13 .66) 


Jn EL, 
这 时 我 们 加 上 一 个 比 (13.64) rer Mxt cea, |zi>M, 


ip | >L, 


(13.70) bt BL T<- |pl’e, 
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(13.71) x(r) =K {((R-e)*~ (R-s~1)*}, B= 4. 
我 们 得 到 , MI AWK, EKO = {2 €0| |x—y] <B, 0<|x— 
to|<R—e, ju(e)| >M} Qu*<0, BU, 根据 定理 13.10 我 们 
有 


(13.72) supus M -+m*+-y(R~e), 
a 
其 中 m*= sup u, 
名 一 中 一 总 


把 估计 (13.72) 和 带 有 ae= 已 的 (13.63) 结 合 起 来 , HS s BTS, 
因此 得 到 估计 

(13.73) u(y)<2M+m+K [(6—R)*%+R4, 

其 中 大 依赖 于 0 和 工 而 


nv = sup u, 
20— Brty) 


Sh tt (18.78) Z28H, eae u 的 边 值 在 OQ 上 不 能 任意 规定 、 因 为 用 
-u RF u, 可 以 重复 上 面 的 论证 , 结构 条 件 (13.70) 能 被 放松 成 对 
Feco, |z|>M, lp|>L, 


(18.74) b> 7+ pl'e, 


这 样 我 们 已 经 证 明了 下 述 的 非 存 在 性 结果 . 
定理 13.11 w ER PHRF EM, HRER TOMES 

构 条 件 (13.74)， 其 中 及 是 包含 在 2 中 的 最 大 的 球 的 半径 ， 则 存 
在 一 个 函数 EC”(9)， 使 得 Dirichlet H, Æ QH Qu=0, 在 
02 上 w=g 是 不 可 解 的 . | 

定理 13.11 蕴涵 着 ， 定 理 13.1 和 13.4 在 下 列 意义 下 都 是 强 
的 ， 即 在 结构 条 件 (13.9)，(13.30) 中 的 量 @, FA 不 能 用 9>0 的 
PiE MIP F 来 代替 . MERT Q 是 Laplace 算 子 也 不 行 !) 
此 外 ， 在 推论 13.5 中 ， 我 们 既 不 能 用 条 件 ， 当 |pj->22 时 5= 
O(A\p|) KARE (18.82)， 也 不 能 在 (18.83) 的 第 二 个 不 等 式 中 
H Alpit, O>0 RIRE AI pl. 

我 们 将 用 上 面 的 情形 (ii) 来 说 明 13.8 节 中 的 几何 限制 是 需要 
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的 . 假定 分 解 (13.43) 成 立 , 其 中 3. 与 : 无 关 , at, 5 在 6QxRx 
R 上 连续 , 并 满足 结构 条 件 (13.59). 此 外 , 我 们 对 算 子 & 加 上 结 
HR: 对 于 EQ, |z| >M, |p| >So, 

b<0, 

E<pA|p|**, 

其 中 u, 9 和 M 都 是 正常 数 。 容易 证 明 条 件 (13.438)，(13.59)， 
(13.75) AME. HTE, M<|2|<M, pCR", M HEARS 
以 及 可 能 不 同 于 (13.75) 中 的 常数 u, 条 件 (13.66) 成 立 ， 此 外 , B 
为 根据 古典 极 值 原理 (定理 3.1)，(13.75) 还 蕴涵 着 

(18.76) sup u<M +sup u, 


下 面 我 们 就 能 够 假定 在 2+= foEQjw(o) >0} +f (13.66) EA Y 
用 的 ， 而 且 还 能 假定 在 O* 中 (18.59) 中 的 各 量 都 是 通过 supe 被 


务 住 的 .现在 假定 22EC- 和 

(18.77) AY) <—baly, —v(y)), 

其 中 % 由 (13.44) 给 出 ， > 表示 OQ 在 9 处 的 单位 内 法 向 . 所 遵 
循 的 论证 类 似 于 定理 13.11 的 证 明 ， 在 y 点 的 内 球面 用 另 一 个 二 
UR TER ARS. 事实 上 ， 条 件 (13.77) 蕴 涵 着 对 于 充分 小 的 4, 存 
在 一 个 切 Ol Fy 点 的 二 次 曲面 S, EOS Ey 的 切 平面 上 有 
ME EER, GSN BY) CD 及 Gi) MMT S 的 曲率 
AG RARA, PFET n> 0, 满足 


(13.75) 


(13.78) AY) SA (y) +n, 
FH FE RAIS Pe SY PHAR w": 
(13.79) w" (a) =m* +x (d), d=distG@, S), 


其 中 m ER, M zE? (e, a), 0<e<a, 144 x (2a) 一 0, x'<0, 
x'(e)=—0o, H (13.40), 在 区 域 8G= {2 E09||z 一 y| <a, e<d< 
a, ua) > MS} PRA 

Qw = z A (aiiD,d+b..) + x Dyd + bo ay E 


<z'A(n+o(1))+ Gns & (13.59) (13.78), 


fF 
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<xAd(mto(ll)+ux "lx | 由 (13.76). 


A 
(13.80) zd) =K [(2a~s)*— (d—8)^], 
其 中 B=6/(1+60), TE, 对 充分 大 的 K, 在 台中 我 们 得 到 


Qu* <0, 
由 此 根据 定理 13.10, 我 们 有 
(18.81) supu<M+m"+4(e)<M+m'+ K (2a), 
Q 


其 中 m= sup u, 


jJe—yj=a 


因此 , 把 估计 (13.81)，(13.63) 结 合 起 来 并 令 。 趋 于 零 ,就 得 到 信 
计 


(18.82) u(y) <2M+m+wd(a) +K (2a)%, 
Ferh y H (13.67) 给 出, 而 
m= a E “+ 


估计 (13.82) EEH u 在 29 上 不 能 任意 规定 . 这样 一 来 ， 根 据 
下 面 的 非 存在 性 结果 , 定理 13.6 是 强 的 就 很 明显 了 . 

定理 13.12% ikoa ER 中 一 个 有 界 OC? 区 域 ， 又 假定 算 子 驴 
满足 结构 条 件 \13.43)， 3.59) 和 13.76). 那么， 如果 在 某 点 
yEOQ, TER 
(13.83) AY) <— boly, —v(y)) 

成 立 ， 则 在 在 一 个 函数 EC”(9)， 使 得 Dirichlet 问题 : FE Q 中 
Qu=0, 在 2Q Lu=p, 是 不 可 解 的 . 

如 果 在 上 面 的 考虑 中 用 一 w% 代替 ww， 只 要 在 结构 条 件 3.76) 
中 用 一 2 代替 5, 我 们 就 得 到 一 个 类 似 的 结论 , 其 中 不 等 式 (13.33) 
用 
(13.84) HY) <ba(y, v y)) 


KRE. 还 有 , 如 果 在 (13.76) 中 M=0, 我 们 能 够 选择 sup |g| 任 


意 地 小 。 因 此 , RETRA H @, 2) = (全 的 规定 了 平均 曲率 的 
Ji žE (13.56), WA 
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Hib 13.13 ik O ÆR H—-TAR C* 区 域 ， 并 假定 在 某 点 
yE, Q 的 平均 曲率 A’ 使 得 


(13.85) H' 


其 中 H €C°(Q) FF Q PRELE, 或 者 是 非 负 的 . MA, X 
PAE 六 0, 存在 一 个 函数 CC” (Q), sup|p| <e, #48 Dirichlet 
问题 ;在 2 中 Qu=0, 在 902 E u=og, 是 不 可 解 的 . 

把 推论 13.8 和 13.12 4 10.3 # rh PRE 10.7) 的 存在 
性 方法 的 处 理 结 合 起 来 ， 我 们 就 得 到 下 面 关 于 极 小 曲面 方程 可 解 
性 的 Jenkins-Serrin 判别 稚 则 [JS2] . 

定理 13.14 设 Q 是 Fo 中 一 个 有 界 OY 区域, O<y<1, B 
A, Dirichlet 问题 . 7E Qh Mu=0, 在 62 上 w=p， 对 于 任意 的 
gEC%7(Q) 是 可 解 的 当 且 仅 当 60 的 平均 曲率 H' 在 9 的 每 一 
点 上 都 是 非 负 的 . 

规定 了 平均 曲率 的 方程 将 在 第 15 章 中 进一步 研究 . 这 里 我 
们 指明 ， 定 理 13.12 中 0 与? 无 关 的 限制 可 以 去 哲 ， 从 而 推论 
13.13 中 的 条 件 (13. 85) 能 够 用 


(13.86) H' (y) <sup — 
cH N— 


TIH, 2| 


KRE (见习 题 13.5); 把 本 节 的 结果 和 下 一 章 14.5 节 中 的 存在 
定理 比较 一 下 也 是 值得 的 . 


13.5. 连续 性 估计 

第 13.1，13.2 和 13.3 节 的 闸 函 数 构造 可 以 使 之 适应 于 为 方 
fi (18.1) HY C°(Q) NO) 解 提供 边界 连续 模 的 估计. 特别， 我 
们 注意 到 如 果 在 这 些 节 中 任何 一 个 梯度 估计 的 假设 中 仅仅 假定 
u EC (Q) NC*(Q), WA, EF sup|Dw| 的 一 个 估计 ,我们 得 到 量 

ue) — uy) | 
4 eu 

的 一 个 界 ， 此 外 , 当 我 们 只 假定 边 值 pg€0?(89) 时 ,仍然 会 得 出 边 
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界 连 续 模 的 估计 .为 了 证 明 这 一 点 , 在 6Q 上 固定 一 点 % 并 对 任 
意 的 e>0, 选 S$>0, Ea leyla mlp) -pue & 
后 定义 函数 p E02(8) 为 


(13.87) g*() =p (y) + (s+ Reo yl’). 
显然 ,在 32 上 我 们 有 


P 和夫 V 窑 0 
所 以 , 如果 算 子 入 和 函数 o*t 满足 13.1, 13.2 和 13.3 节 中 导出 这 
个 合计 的 任 一 条 件 , 我 们 在 - 信 门 8 中 就 得 到 一 个 估计 
(13.88) gp +w-<u<pt+u*, 
Hp ut 是 有 关 的 闸 函 数 而 N 是 y WPM. 因为 在 我 们 前 
EMEREK Et, A += 二 一 Ww 一世， 从 (18.88) 就 得 到 在 
VQ 中 ， 


(13.89) |u(n) py) | <e+m(o) 二 2 有 | yl)?. 


所 以 我 们 能 够 断言 下 面 的 连续 性 估计 ， 

定理 18.15 Hu, gE0%(0) 站 02(Q) 在 0 中 满足 Qu=0, 在 
oR 上 w=g. BEAT MKR 2 或 者 满足 定理 13.1， 推 论 
13.3, 推论 13.5, 推论 13.7 的 , 或 者 满足 定理 13.9 的 结构 和 几何 
条 件 . 那么 ,v 在 OQ 上 的 连续 模 能 用 9 在 CQ 上 的 连续 模 , sap|p|， 


sup|u|, 2 AQ RRR. 


评注 

我 们 处 理 边界 梯度 估计 的 许多 基本 特征 在 Bernstein 关于 两 
个 变量 的 方程 的 早期 工作 [BEL，2，3，4，5，6] 中 已 经 介绍 了 . & 
ERE, 为 了 类 似 的 目的 ，Bernstein 采用 了 诸如 (13.4) 中 的 由 那样 
的 辅助 函数 而 且 也 考虑 了 非 存在 性 的 方程 .Leray[LR] 继续 了 
Bernstein 关于 两 个 变量 的 工作 ，Leray 还 考虑 了 在 区 域 8 中 
Dirichlet 问题 的 可 解 性 和 边界 OQ 的 几何 性 质 之 间 的 关系 .Finn 
证 明了 同性 是 两 个 变量 的 极 小 昔 面 方程 的 Diriohlet 问题 可 解 性 
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的 必要 充分 条 件 [FN2, 4], 


多 于 两 个 变量 的 方程 的 第 一 个 引 人 注 目的 结果 是 由 Jenkins 


和 Serrin[JS2], (W, €M 13.14), 和 Bakel’man[BA1] 证 明 的 . 最 
后 Serrin [SE3] 发 展 了 包括 许多 有 趣 例 子 的 一 般 理 论 ， 第 13.3 和 
13.4 节 的 结果 就 是 属于 他 的 . 在 第 13.3 节 的 讲解 中 我 们 已 经 从 
[IR51 中 采用 了 某 些 比较 次 要 的 修改 . 


18.1. 


13.2. 


13.3. 


13.4. 


13.5. 


习 题 
假定 在 定理 13.6 的 假设 中 ao& bo KRT mH p=0. 证 明 当 去 
掉 (13.50) 中 对 4 的 限制 后 ,估计 式 (13.52) 仍 然 成 立 ， 
假定 只 有 @ 的 系数 5 是 按 (13.43) 来 分 解 的 ， 证 明 假 如 在 4413.50) 中 
Wag =0 而 且 用 不 等 式 7 
(13.90) n(y>+bity, py), +v) 
来 代替 不 等 式 (13.51)，, Rh sly) E IQ E y AHBPDERS, 那么 定 
理 13.6 的 结果 仍然 成 立 . 
PRBE Q AAR b (13.43) 457K. 证 明 假 如 在 (13.59) 中 取 ad =0: 
而 且 用 
(13.91) a(y)>tbuty, pty), +v) 
来 代替 (13.60), 那么 定理 13.9 ARDARA. 
证 明 用 的 迹 来 代替 最 大 特征 值 4 可 以 加 强 习 题 13.2 和 13.3 的 结 
果 , 并 把 这 些 结果 和 定理 13.5 进行 比较 . 
推导 第 13.4 节 末 的 断言 ( 见 [SE3])， 
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第 十 四 齐 
全 局 估计 和 梯度 内 估计 


本 章 我 们 主要 关心 的 是 推导 形 为 
(14.1) Qu=a" (s, u, Du) D,jut+b(e, u, Du) =0 
的 拟 线性 椭 贺 型 方程 的 0*(Q) 解 的 梯度 的 先 验 估计 , 用 边界 9 上 
的 梯度 和 解 的 大 小 来 表 出 。， 所 得 到 的 估计 使 第 10.3 节 中 所 述 的 
存在 性 方法 的 第 III 步 容 易 实现 .与 第 9, 12 和 18 章 的 估计 相 结 
合 ， 就 产生 一 大 类 拟 线性 椭圆 型 方程 的 存在 性 定理 ， 这 类 方程 既 
包括 一 致 本 图 型 方程 , 也 包括 类 似 于 规定 了 平均 曲率 的 方程 (9.7) 
形式 的 方程 。 因 为 本 章 的 方法 涉及 方程 (14.1) 的 微分 法 ， 所 以 我 
们 的 假设 一 般 来 说 要 求 系数 a, b 的 导数 满足 结构 条 件 ， 在 14.4 
节 中 我 们 将 看 到 , 对 于 散 度 形式 的 方程 , 这 些 导数 的 条 件 可 以 稍稍 
放宽 , 在 那里 使 用 不 同类 型 的 论证 是 适宜 的 . 

在 本 章 中 我 们 还 将 考虑 内 梯度 的 先 验 估计 的 推导 ， 这 种 估计 
导致 只 规定 连续 边 值 的 Dirichlet 问题 的 存在 性 定理 . 平均 曲率 
型 方程 内 梯度 的 界 将 在 第 15 章 中 讨论 . 


14.1. 梯度 的 极 大 值 原 理 
我 们 从 相对 简单 的 假设 下 一 个 梯度 合计 开始， 这 也 可 以 作为 
下 三 所 用 一 般 技 巧 的 一 个 说 明 . 假定 算 子 @ 的 主 系数 可 以 写成 


(14.2) a” (a, Z, p) =a# (p) +4 (pe;le, 2 p) +a(a, PD) pi) s 


其 中 ef €C1(R") ,g( COCTCOXRXA"), 4, j=l, °--, n, WTS [eV] 
十 非 负 的 . 下面 是 这 种 分 解 的 例子 : 

G) WR O ERA, KERM a 只 依赖 于 p， 则 显然 可 以 
RY a¥ =a" Fil c, = 0; 
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Gi) 与 形 为 
(14.3) | F(a, u, | Du|)dæ 


的 重 积分 相对 应 的 Euler-Lagrange 方程 可 写成 
(14.4) du+{(|Du|D,,.F/DF) —1}| Du) 2 DuDuD yu 
+ (Dull?D F+ Du Due, F — | Du| D.F) /DF =0, 
其 中 FEOC2(QxRxR), DF #0, t= ipl, 所 以 , RE acoax 
RXR"), O=1, =, n, 则 分 解 (14.2) 成 立 ， 其 中 
a¥ =ò", o={(|p| Di /DL) —1} |p| p. 
Gil) 在 两 个 变量 的 特殊 情形 , 可 记 
(14.5) a = (7 —&*) +g (pdit tpi), 


其 中 F = [a] YDS = a" +079, 
| O*=6/'\p|*=a"pp;/|pl?, 
dy = [(a**— a?) py + 2a pe} /| pl, 
da = [2a12p1 十 (a? — apa] / tpl, 

UGH Fn =2, 方程 (14.1) 等 价 于 方程 
(14.6) Au +¢,DuD,0+b* =0, 

其 中 ca 一 av —E*), b= TE 对 于 方程 (14.6)， 带 有 
a = 3" 的 分 解 (14.2) 显 然 是 成 立 的 . 

我 们 处 理 梯度 界 的 基本 思想 可 一 直 追 溯 到 Bernstein 的 工作 
[BEL], 涉及 方程 关于 tr k=l, +, m, 的 微分 法 ， 接 着 乘 上 Deu 
再 对 8 求 和 .然后 把 极 大 值 原 理应 用 到 函数 v= [Du 的 所 得 方 
程 上 去 . 根据 (14.2), 我们 可 以 把 方程 (14.1) 写 成 形式 © 


at! (Du) Dest = alw, u, Du)Dw-+b(e, u, Du) =0, 
BER UCC), 那么 ,通过 对 a 求 导 我 们 得 到 
a¥ Dau + Dua Duu Di = (Dav + Dy,D) 
+ DybDu+ DyuD,b + D,,b =0, 
RO Dow HEX k RA, 于 是 有 
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(14.7) —2a¥ Dxu Dm +a” Dw (Dpat Dut Dob 
+ Dri Dero) Diw -tH-260v =0. 
其 中 6 是 作用 在 C7(QxRxR") 上 的 微分 算 子 ， 定 义 为 


(14.8) d= D,+ |p| pDr. 
其 次 应 用 Schwarz 不 等 式 的 下 列 推论 . 
(14.9) at DyuDyus (at Diu)’ / La?) BI 


2 
<(5+5 Dw) / Tatli, 
因此 得 到 
2 

(14.10) a Dyv+ BDw>2( F 
其 中 .9 .= [aY] h 

B; = D,a Diyu + Dp b + Dru Drei — 27% be, — 5 Te'ce,Dy, 
因此 , 如 果 在 0 x 民 x R? 中 不 等 式 

b? 
2 


成 立 , 我 们 就 从 古典 极 大 值 原理 (定理 3.1) 直接 得 到 sup2 一 sup%. 


为 了 把 这 个 结果 推广 到 0”(9) 解 ， 我 们 把 方程 (14.7) 写 成 散 度 形 
式 


一 võb), 


— 2a% Du Dm + D: la” Dw) + (Dy,a4D,u— Dja” 

-+ Dyu Drc) Diw + 2D (b Dyu) —24ub =0, 
对 于 所 有 的 9EC8(9), 它 具 有 相应 的 积分 形式 (见方 程 (12.17)》 
(14.12) 2{ na! DauDyu dat | 《oz Dw +2b Da) Dm da 


— | {D,D u — Da” + DDr) Dew} n de 

+{ 2bn duda=0. 
与 在 第 12.3 节 中 一 样 的 逼近 论证 表明 ， 对 于 uC), HE 
(14.12) 仍然 是 对 的 .对 | 2bn duaz 分 部 积分 ， 然 后 按 前 面 对 
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O° (Oo) 解 的 情形 进行 , 我 们 得 到 弱 的 不 等 式 
(14.18) D(asDw) + (B,—Dja) Dw 2(b?/T,— vdd) 
对 于 wvEO1(Q) 成 立 ， 并 从 极 大 值 原理 (定理 8.1) 得 到 估计 supe 


oo 


所 以 我 们 已 证 明了 下 面 的 梯度 极 大 值 原理 . 

定理 14.1 设 wEO(Q) 010) 在 有 和 界 区 域 2 中 满足 方 
程 (14.1)， 并 假定 @ 在 0 中 是 椭圆 的 ， 其 系数 满足 (14.2) 和 
(14.11)， 那 么 , 有 估计 
(14.14) sup| Dul =sup| Duj, 


从 上 面 的 证 明 中 显然 可 见 , 在 定理 14.1 的 假设 中 只 需要 条 件 
(14.2) 和 (14.11) 对 jz| <suplw| 成 立 。 此 外 , 如 果 它 们 对 于 |2| > 
卫 ( 卫 是 某 个 常数 ) 也 成 立 ， 则 代替 (14.14), 我 们 得 到 估计 
(14.15) sup| Du| <max{sup| Du], L}. 

E KR Q= {zEQ| | Du] >L} 中 应 用 定理 14.1 即 得 佑 计 
(14.15), 


注意 当 把 定理 14.1 PARRA Gi) 和 (过) 时 ， 其 中 
a} =ò", 条 件 (14.11) 化 为 
b? 


(14.16) |p |?83<-—— 
特别 , 如 果 = 0, 我 们 得 到 一 个 梯度 极 大 值 原 理 . 


14.2. 一 般 情 形 
本 节 中 采用 的 技巧 基本 上 是 上 节 利 用 辅助 函数 的 技巧 的 一 种 
修改 ， 开 始 时 假定 入 是 方程 (14.1) 的 0”(0) 解 ， 令 m=infw, M = 
supu, XEYR Cs[ 元 M) =y), M — YM) hA 
KA. HMu=ypyua ELKA u, 因而 
Da = Du, 
Du=y"' DauDn ty Dyu, 
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Sale a ae A ee rh rr ON a ek A RT J kT RI aC RS ETE A MN HE eT AE Na - 


我 们 有 方程 (也 见 (13.4)) 

(14.17) Vas wv, u, Du) Diu tbe, u, Du) 
tne E(w, w, Du) =0, 

现在 记 v= 'Dul®, v=|Dul?, FIA Ded, 作用 到 方程 

(14.17) 上 .由 此 得 到 


y — f; - 
(14.18) a Dpt Drut 2 5 at Dyv + CHE 


Da8 ) Do+('8a"D,ji +85 -+ is 


Da” Diu + Dyb 
ys Us! 
HUAT cau 36)3 
yo yy" _ 1 由 
WF (Os St lo] =o. 
其 次 , 设 5 是 作用 在 01(Q xRxR") 上 的 算 子 , 定义 为 


(14.19) 6 = pe.Dy, 
并 引进 函数 
(14.20) w= ais ECtim, M), 


借助 于 关系 式 Dw = 24" 0 Du (YAD, 
我 们 得 到 下 列 方程 : | 
(14.21) —a Dy Dai + $ aD t+ Ch Dae Dait Dyb 
HoD) DD+ pT (wda" + 8a") Dye 
+ 入 Lto DE+a(b&+ —1)d) +8b/5~0. 
把 它 和 方程 (14.17) 结 合 起 来 可 以 进一步 推广 方程 (14.31)， 设 * 


和 s 是 OxXRXxXR 上 的 任意 数量 医 数 ， 用 v@(r+i)+s RB 
(14.17) Biz) 44.21) 上去, 得 到 方程 
(14.22) —a Dri Dat n a“ Dit + 3 (Y Dya” Daiit Dy 
+0D,@)Do+ip'v(@(6+rt+i a+ EHe) Di 
+13 +02 5+ NE+a((8+8)F+ Erb) 
+ +s) bo =- 
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这 时 把 主 系数 a 写成 下 列 形 式 是 合适 的 . 
(14.23) a (s, z, P) = a (a, 2, p) + $ (pes, 2, p) 


+e(a, z, pwl, 
其 中 a¥, G ECTO XR xR”) it ev] AIRE Mee. BR, WA 
EER Ca¥] 55} iF 14.2) FE 14.23) WH — RR. hb, 简单 
地 选取 at =a” 和 6c 二 0， 可 以 把 任何 椭圆 算 子 人 @ 的 主 系数 写成 形 
xt 14.21). 实在 对 于 我 们 应 用 于 一 致 椭圆 型 方程 的 企图 来 说 , 取 
非 平 凡 的 ec: 是 什么 也 得 不 到 的 . 但 是 对 于 极 小 曲面 算 子 , 一 个 形 
为 (14.23) 的 分 解 ,其 中 矩阵 [a 与 单位 矩阵 成 比例 , 对 于 我 们 推 
导 全 局 梯度 界 来 说 是 决定 性 的 . 
回 到 方程 (14.22), 把 关系 式 (14.28) 代 入 , 得 到 


(14.24) —al Dav Duit = ai Dyo -+ H Dam Dp — p'o Den 


Hoio (6 十 ?十 1) +8 tst 1]eat Dp t oDp d y D 
Wolo (6+7+1)a8+ (8+) a2] Dn 


wes E+o%8+rG+oal(8+s) C+ Str] 
+ (8+8)b }o~0, 


由 Cauchy 不 等 式 (7.6) 我 们 能 估计 
Wolo (S+r+1)a¥+ (6+s) au] Diu 


SAI Dult- o ~ Ello @+r+1) +8+s]at | 


总 | 2， 


< a! Dyn Dyu 


其 中 入 表示 和 矩阵 [os NA ELE 由 此 把 它 代 入 4.24), R 
们 最 终 得 到 不 等 式 


(14.25) a" Dun BDT +2660, 
其 中 系数 BAG PAA, 


(14 。 26) B; = ub! (Dpa Digu — Dini) HY [w (8 十 r+ 1) 
4 8-t3+-1]er4-Dyb toD S, 
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Ee pp a ee 


Hi 
G=- grtet Boty, 


而 
a~4((S+r) +2 El Gtr+ lal ), 
B= L(or9e+@rno+# 一 [3+r 十 Do 
(14.27) © 
x [+s] ), 


-zE | =| (+s) a¥ {2+ (8+) b]. 

为 了 得 到 解 & 的 全 局 梯度 的 界 , 需要 这 样 来 选择 函数 由 ,7? 和 s, 使 
得 对 充分 大 的 L, 
(14.28) G<0, vE 而 | Dull >L, 
因为 , 如 果 (14.28) 得 到 满足 ， 则 从 弱 极 大 值 原理 (定理 3.1) 得 到 

supv—supr, (Qr~— {#EQ| |Du(e) |>L}), 
由 此 得 | 
(14.29)  sup|Du|<max i! —— 


a [sap | Du], xh. 

我 们 在 这 里 暂时 离开 一 下 主题 来 观察 下 述 事 情 ， 妈 如 采 只 假 
定 解 属 于 OO, 估计 式 (14.29) 还 应 保持 正确 ， 因 为 ， 这 时 方 
E (14.18) 应 当 继 续 对 所 有 的 1% 之 0，E 05(Q) 以 如 下 的 弱 形 式 成 
M: 


(14.30) | na Dati Digi GO 十 zla a Dv Dn da 


+5) [Posp5-; Coe (Dp or Dr Db 
toD, 8) Deo dz 


— [ {aD +8) —o(b+ 00) + elan de=0 


(H. 12.3 R 14.1 4). HF uco’ E, 应 用 上 述 同样 的 论 
证 ,我 们 从 (14.30) 推 出 不 等 式 (14.25) 的 弱 形 式 , 即 
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(14.31) | {asDiiDm+ (Da! — B) Dian —24E%n} dx<0 


对 于 所 有 的 非 负 nE01(9) 成 立 ， 于 是 估计 式 (14.29) 是 弱 极 大 值 
原理 (定理 8.D) 的 一 个 推论 . 

为 了 保证 不 等 式 (14.28) 对 某 册 7 和 s 得 到 满足 ,我 们 来 考 
虚 Q@ 的 系数 的 条 件 ， 为 了 保证 w B86 和 YY 是 上 有 界 的 ， 我 们 施 如 
以 结构 条 件 


(Sr 十 全 gb， (+5 0M 人 | a4 | p|—>00 时 ， 


5S, 8E, Crb, S+8)b<O08) Hlp oo 时 . 
这 里 极限 行为 被 理解 为 对 于 (zw, 2) EQxXx [m, M] 是 一 致 的 ， 现 在 
定义 数 
(14.83) a, b, c= sup lim a, £, y, 


Qx(m, HY iplos 
因而 不 等 式 (14.28) 由 Riccati 微分 不 等 式 
(14.34) x (2) +az? (2) +57) +e+6e<0 
推出 , (14.34) SHEP IER e, 在 区 间 [m, M] ERZ. HTAR x 
FE AY, 我 们 利用 关系 式 X= wsy .这 证 明了 对 于 任意 
Wa, b 和 o, 不 等 式 (14.34) 是 不 可 解 的 ， 除 非 osou=M -m 充分 


J) (GLE 14.1), 但 是 当 a<0，c<0 或 者 5< 一 2 Jacl 时 不 等 
式 是 可 解 的 ， 现 在 我 们 考虑 两 个 重要 的 情形 a<0, c<0. (0<— 
2v Taci 的 情形 在 习题 14.2 中 留 给 读者 . ) 令 9@ poy, 以 
稍稍 简化 我 们 的 计算 ， TE, 如 果 x 满足 不 等 式 (14.84), 我 们 就 
能 用 下 列 关 系 式 确 定 p: 


(14.32) 


# iy 
p 


O ax<0, Whe RAR 4 二 0 成立 , 且 如 果 选 使 得 c++s 
>0, 则 二 次 方程 
ay®i-bytet+te=0 
有 一 正 实 根 x==x, 在 这 种 情形 取 ym, AER 14.34) 是 可 解 的 . 
从 而 得 到 (ogg)'=x, 所 以 我 们 可 选 
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0 (2) 一 6x2 
发 一 方面 , MFR a=0, W 


| C+é& | 2(ibi teh M— 2) 
a — i 1 ry 
x ) |b | +E € Pa 


不 等 式 (14.34) 就 是 可 解 的 , 在 这 种 情形 我 们 可 以 取 


Gi) e<0, 若 co<0, 与 四 一 样 , 对 某 个 x 二 0, 可取 pe =e™, 
若 c 一 0， 对 于 充分 小 的 <:， 取 
xz) =e, frp A= ja| + |b[+1, 
就 能 解 出 不 等 式 (14.84) , 这 时 可 以 取 


p (2) — oxp| — A gine} 


注意 在 上 面 考虑 的 情形 中 ， p 是 单调 增加 的 ， 因 此 在 估计 式 
(14.29) 中 我 们 有 max p= —(M), min y'=g(m), 

因此 , 林地 的 推导 可 导致 建立 下 面 的 定理 . 

定理 14.2 BucPrQNCQ) 在 有 界 区 域 2 中 满足 方程 
(14.1). 假定 在 2 中 算 子 @ 是 椭圆 的 , 而 且 存 在 数量 乘 子 Ms, 
使 得 结构 条 件 (14.32) 和 条 件 a<0 或 者 c<<0( 数 4 File 由 (14.27) 
和 44.33) 定义) 一 起 得 到 满足 .那么 ,我 们 有 佑 让 
(14.35) sup | Du] <O, 

其 中 C 依赖 于 (14.32) 中 的 量 ，oscw Ail sup| Du. 

我 们 研究 某 些 重 要 的 特殊 情形 来 说 明定 理 14.2 的 应 用 . 

O -ARDES WOE Q 中 是 一 致 椭圆 的 ， 即 当 
|p] > 品 时 a*=0@0)， BAA |pl moh, HM 6-00) = 
Olp, MA, KH 14.32) (Hp af =a, 6 一 0, r=s=0) 党 
被 叫做 自然 条 件 ( 见 LLU4])， 如 果 要 求 当 |2| 一 ce 时， 

(14.36) Sai=o(d), 8b=0(A|pl*), 
来 稍稍 地 限制 一 下 这 些 条 件 ， 则 ce<0， 由 此 方程 Qu4=0 的 C72) 
解 满 足 一 个 先 验 的 全 局 梯度 的 界 。 为 了 建立 梯度 的 界 ， 是 否 只 娶 
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HARRIER T, 这 还 是 未 解决 的 问题 . 
GD 规定 了 平均 曲率 的 方程 ， 把 方程 (9.7) 写 成 形式 


(14.37) di ipay Di nH (2) VIEDE =0, 
| 


其 中 H ECO), 我们 能 选 
ad 一 人，ci 一 一 
所 以 通过 计算 我 们 有 


2 nH (a2) /1+ |p|? 
= —] _—_ => 一 一 一 人 -” - 
了 |p 


NpDH I+ lplY 
7 Ipit 
由 此 a=—1, 6=0, c=nsup|DH|, 
汝 此 ,根据 定理 14.2 中 a<0 的 情形 , 对 于 0”. 人 2) 解 , 全 局 梯度 的 
界 是 成 立 的 。 特别 是 利用 (14.29) 我们 能 够 推 得 估计 
(14.38) sup| Du| Sei +cansup| H | +cs sup | Dul 


pjp TOTES, 


3 


-exp (can sup | DH | ose u), 
Q 


其 中 cy, Co, cs 和 co 是 常数 . 

(ii) a#=64 的 方程 。 就 象 在 上 节 中 证 明 的 那样 ， 如 果 方 程 
(14.1) 是 形 为 (14.3) 的 重 积分 的 Euler-Lagrange 方程 , 或 如 果 维 
数 n=2, 那么 我 们 能 够 取 af =6s， 利 用 (14.27), 在 这 些 情 形 中 我 
们 得 到 


_1 (r+1)? |p|? 
a= = (+r) 4 十 一 下 一 BPa ? 
— 2 
(14.39) B= E6048) 8+ C+] +D del, 


_ 1 ipl? 
选择 特殊 的 值 ?= —1, s=0, 我 们 有 
a-(8-1)é, 
G 


13。 


nt 


= i ri o o 


B= 二 [5G+ 6-15), 


yo 56, 
(> 
注意 每 当 ai} (p) =a! (p/ |p!) 


时 一 定 有 同样 的 公式 出 现 , 因为 在 这 些 情 形 中 我 们 有 Oa’ = 0, 


14.3. 梯度 的 内 估计 

方程 (4.1) 的 0%(Q) 解 的 梯度 内 估计 也 能 从 方程 (14.24) 推 
演出 来 . 设 一 Br (人 是 一 个 严格 位 于 8 中 的 球 , Lit n 是 03(B) 
中 的 函数 , 使 得 在 8 中 0<m<1, 在 2 上 ?7=0, nY)=1 MB 
FE gO, 我 们 下 面 将 要 用 到 的 这 种 函数 的 一 个 典型 例子 是 


(14.40) n (æ) -1 一 -2 一. 
现在 我 们 考虑 由 下 式 定 义 的 函数 w, 
WwW = 71D. 


BA wEB), w0) Ty), 3B E w= 0, TE wy SHON 

Dw = nDv + Dm, 

Dinw= nDv + Di Dm DmDn dv Dm. 
注意 为 保证 二 阶 导数 Dino 的 存在 , 我 们 要 求 vEC (Q); 然而 利用 
方程 4.24) 的 弱 形式 可 以 避免 这 种 限制 . 用" RAE 4. 24) 3 
HK v, 就 得 到 方程 


(14.41) -naf Dai Dt a! Daw tt (B;— 2. a Dr Dao 
j 2, 2 N 
+r wlea O6+e+1) + (8+s) Jad Diu 
+ 7 E +w (6+r)€+oa[(6+38)6+ G+7) 0] 
+ (ò 十 s) b 十 <ra DmDm — + a" Din -一 = BiDmjw 


27 


=0, 
其 中 B: h 4.26) 29. FER — AE, RAPT AY E26 5 Bt a 
RT t, =l, e n, AA, W a, t=1, 0, n, BLKRKR E 
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WEES eH, FUR 14.17 HS 8: = Dp, 我 们 可 记 
b, = yp | (ð; 十 t;) a Diyu -一 cD yu] +y [ew (6 十 人 十 1) 
= uf’ (0; 十 ti) at Dyu -一 rn Dy (0; -+t C; 
+ S* G+ WeDwt+oloStr+l + (B+st1)]o 
+ (Otto twll ttd. 
所 以 , RAT 4.41), RIA 
(14.42) — ra Duu Dt Dwi ŠD 
二 Ww[w (O+r+1) + O+8) + (+4) Jal Dn 
+45 €+vS+r) 6+a[(6+b+s4HNE+ G+ 
-之 in S+rt+e]+ 6+5+s+2)b 
2? Dn (6 +5 t+1 
~ By m( 十 让 十 3 十 ?十 Yc 
十 4 a? Dm Dm— 4 a!Dyn}w 一 0 
Ta j 2n 3 


其 中 


(14.48) 


By = BZ a Dm- 2 Dry tta, 
N 27) 


那么 , RASA AGH 14.25) ,我 们 得 到 不 等 式 


(14.44) a“ Dyw+ BDw+ 2GEw>0, 
Hp G 由 

(14.45) A=- +aw t BotF 
给 出 , 而 


wa 


， 


[Otr+lat [G+Da] |, 
(14.46) poe df pa EI (Etat | GE 
-这 Dan B+S+ettt Doty a DmDm 


-5 a! Din+ ee [(8+s) a¥] [(6+14) af! I. 


AEREI MORRE MECHA. 否则 为 了 保证 B 
Al 的 行为 类 似 于 B6 和 ?7 的 行为 ， 我 们 需要 加 上 更 多 的 结构 条 
件 。 所 以 ,除了 结构 条 件 (14.32) 外 ,我 们 假定 条 件 
(Ott at =o (V ME /|p|) %4|p|—- oo 时 ， 
A, Oth), Ati) b=0€) pl 时, 
Ortica, O+st+Da, +h) o=0/|p{*) 
W |p| oo BY, 4, 9, B=1, =», n 
与 (14.32) 中 一 样 ， 这 里 的 极限 行为 被 理解 为 对 (%, z) EAX Cm, 
MM) 是 一 致 的 .这 样 一 来 ， 结 构 条 件 (14.47) 等 价 于 存在 一 个 函数 
o, R—R, “aooe NRE o@) > 0, 使 得 对 所 有 的 2E4， 2 
Mj, 4,9, &=1, n, 
| (n+ ty) al yl <o (lp) WEF /lpl, A<o*(|pl)&, 

(14.48) | +4) b|, | A+iQe| <a (pe, 

| Otidea] So? ([ pl) Epi’, 

| G+r+Del, | 6+s+1)a|<o(|p)&/|p]*, 
这 时 结构 条 件 4. 47) 2 RE 
(14.49) a, b, c= sup lim a, B, v= SUP , lim a, B, Y. 


Ox{m, M] p- 


(14.47) 


确实 , 利用 (14.48) MH 14. 40) 2 PB op, 我 们 能 够 估计 
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-全 < qe oS egy 
(14.50) iv-viso[-f+[-] | 


<0 poe Rel cal 


其 中 O 依赖 于 m AM O+r+ Dal, O+sa¥, 关系 式 (14.49) AY 
我 们 把 上 节 的 考虑 用 到 函数 你 上 ; 这 两 种 情况 的 本 质 差 别 在 于 现 
在 (14.28) 中 的 量 工 可 以 通过 4.50) KM R-|o-y|, AA 
Æ ƏB 上 w=0, 代替 (14.29) ,我们 得 到 估计 
(14.51) | Duty)! <L, 

只 要 或 者 c<0, c<0, 0<—2V/ [acl , 或 者 O80 u 充分 小 ， 还 要 注 


意 援 引 方程 (14.30) 来 代 闪 (14.18)， 我 们 知道 上 述 考虑 也 可 应 用 
到 02(Q) 解 ， 所 以 我 们 有 下 面 的 估计 . 

定理 14.38 设 vEC2(9) 在 区 域 2 中 满足 方程 (14.1)。 假定 
算 子 @ 在 Q 中 是 椭圆 的 , 而且 存 在 数量 乘 子 7, s, 4, t=1, +, n, 
使 得 结构 条 件 (14.32)，(14.47) 或 者 和 条 件 a<0 或 者 和 条 件 c< 
0 一 起 得 到 满足 a M oe 由 (4.2) 和 (14.33) 定 义 )。 那么 对 于 
任何 yE 0, 我们 有 估计 
(14.52) | Duly) | <C, 
其 中 O 依赖 于 d=dist(y, 20), (14.32), (14.47) 中 的 量 和 osou, 


注意 常数 C 对 4 的 明显 依赖 性 可 以 从 (14.50) 得 到 ,特别 ,着 
C(lpl)=lpl, M O=0' (+441), Ft O 依赖 于 (14.32)， 
(14.47) + Hy da Ail ose wu, 而且 ， 如 果 我 们 只 假定 结构 条 件 (14.32)， 
(14.47)， 则 得 到 一 个 形 为 (14.532) 的 估计 ， 其 中 C 还 依赖 于 在 
y 点 的 连续 模 ( 习 题 14.3). 

现在 我 们 考虑 定理 14.3 的 一 个 应 用 . 

一 致 精 圆 型 方程 ”假定 外 满足 自然 条 件 以 及 限制 (14.36) . 
为 使 如 =0 的 结构 4.47) 成 立 , 我 们 需要 附加 条 件 | 
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(14.53) 0a" =o (A) |p æt. 
把 所 有 这 些 条 件 放 在 一 起 我 们 看 到 对 于 方程 44.1) 的 OOH, 
梯度 内 估计 是 成 立 的 , 只 要 
A, 6a7=O(A), 
da", a" =o(A), 
(14.54) d6<0(A|p|?), 
db<o(Alp|”), 
0:b=0(A|p|”), 4|pl— oo kR. 


14.4. 散 度 形式 的 方程 | 
Be Uwe C?(Q) KI O 中 满足 散 度 形式 方程 
(14.55) Qu=divA(s, u, Du) +B, u, Du) =0, 
则 在 第 12.1 节 中 已 经 证 明 导 数 Dxw, k=1, ++, mn， 满足 线性 散 度 
形式 的 方程 


(14.56) | arDiDai+ 有 DCaz-0， VE EOSO), 


其 中 
a” (e) =D, A' (x, uz), Du(a)), 
(14.57) fiw) =8A (w, ulŒ), Du(w)) +5" B(a, ule), Dule), 
Oy = pD: + Dy,. 

为 了 继续 进行 , 我们 假定 @ 在 如 下 意义 下 是 椭圆 的 , 即 对 所 有 
KE EER”, (s, z, 0) EQ xR xR", 
(14.58) a” (w, 2, p) Egi = Dp áC, 2, p) EE 

>v (|z|) A+ |p|) E13, 

HH r 是 某 个 实数 而 > 是 民 上 一 个 正 的 非 增 函数 ， 那 么 ， 在 附则 
结构 条 件 ，， 当 |2| oo 时 
(14.59) |p| DA, D,A, B=o(|p|) (+1p|)" 
ZTF, XTi AART @ 能 够 获得 全 局 梯度 的 界 . 为 了 证 明 
这 一 所, 我 们 令 M=sup|u|, M1 一 sup|Du| 而 且 把 家 大 值 原理 ( 定 


理 8.16) 应 用 到 区 域 人 = {zEQ||Dwu(w)|>>M1/2MVn} 中 的 方程 
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(14.56) 上 . 于 是 得 到 ， 对 于 q >n, k=1, erry T 
Q os 


+0(2 Sn)!" A+ | Dul) fille, 
HrpC=C(n, v(M), 4,191). Ra=oco 并 利用 条 件 (14.59), 因 
此 有 . 
(14.61) Mi=sup| Du| <C (supl Dul| +o(M)), 


Hip tokjo =0@). 因此 ,得 到 MY; 的 一 个 先 验 估计 . 
EH 14.4 设 wECQ) 在 有 界 区 域 2 中 满足 方程 (14.856)， 

并 假定 满足 结构 条 件 (14.59), 4.60). 那么 有 估计 

(14.62) sup | Du <O (Q +sup| Dul), 


其 中 C 依赖 于 %, r, v (M) 和 (14.60) 中 的 量 . 

条 件 (14.59) 要 求 方 程 (14.1) 中 的 系数 0 满足 2 一 ool)， 
plo, 为 了 放松 这 个 条 件 ， 我们 必须 或 者 对 系数 矩阵 DA 施 
加 庄 如 一 致 椭圆 性 这 样 的 附加 条 件 ， 或 者 假定 解 % 在 OQ 上 等 于 
A, (见习 题 14.4, 14.5). 注意 ,全 局 梯度 界 的 存在 性 通过 估计 式 
(14.60) (hy ew Be A+ | Du TF: 的 适当 的 积分 估计 的 存在 性 . 在 
现 阶 段 我 们 不 去 更 进一步 地 追求 全 局 界 ， 将 转 而 考虑 一 致 椭圆 型 
方程 的 梯度 内 估计. 假定 算 子 名 在 如 下 意义 下 在 Q@ 中 是 一 致 椭 
BAY, 即 对 所 有 的 G, z, p) E02xRxR", 

(14.63) |D,A (æ, z, p| sedz A+! pl)’, 
EB w Ji R LIEBER. 今后 我 们 还 将 假定 Y> 一 二 在 这 种 
情况 下 条 件 14.58) , (14.68) 5} 3A a Sh 


。 Lg _m AC > tg} tt 
p- A(z, z, p—p A(z, z, 0) zyr P| , 


(14.64) |Ai(a, 2, DA (gs, z, 0)| <-i (i+ [pl)7*, 


t=, = n, 


Bua, (14.59), RAPE RMA: HWER E z p) 
EOXRXR”, 


. 319» 


(14.65) g@, 2, p) = A+ |p})|D,A|+|D,A]+|Bl 
<u (2!) A+ [pl 


对 于 散 度 结构 算 子 , 条 件 (14.58), 4.63), (14.65) 可 视 为 是 自然 
的 .在 这 些 条 件 下 一 个 先 验 内 梯度 界 的 推导 分 三 步 来 完成 . 

C1) 化 为 LP fait, 在 (14.57) 中 用 《Dxw 代替 检验 函数 5 并 
将 所 得 方程 对 % 求 和 $ v= | Dul?, 于 是 得 到 


| ta DauDyude + | ($ a“ Dyw + Duft DE dw 
+| Cfi Dau da —0. 

因此 ,根据 Young 4.4650 (7.6), 有 
(14.66) | (a Div +-2Dyuft) DiL dv < | OTASH de 
对 一 切 非 负 的 《ECaGe) 成立， 所 以 , 令 

v= a+ /t)? dt, 
我 们 可 以 把 (14.66) 写 作 
(14.67) | ~ OD + 2Dyuft) Dikda< = | OTE) da, 
其 中 到 -2 二 Du 一 
于 是 ,线性 方程 能 下 解 的 内 估计 《定理 8.17) 可 以 应 用 于 不 等 式 
(14.67), 所以， 利用 14.65), SFE RR Bor= Bar) CA F 


g>n, 我们 得 到 估计 
sup B<O{R Tlr t+ [Duel) ach 


其 中 O=0 (n, vt), pM), t, q, diamQ), M= sup jul. A 
Berly) 
H, 对 于 充分 大 的 2， 我 们 有 
(14.68) supv<O (n, v(M), u(M), t, diamQ, R| v? de, 
Bry) Barly) 


Gi) 化 为 Holder 估计 .现在 需要 利用 方程 (14.56) 的 弱 形 
式 , 即 
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(14.60) Qu, =| (AG, u; Du) Dip— Bla, u, Du)p)dx=0, 


Vp ECO). 
从 (14.64) 我 们 看 到 ,函数 入 对 于 (%, z Pp) EQxRxR? 满足 不 等 


一 这 


IN 

A(z, z, D | salz + ipl, 

prA(a, 2, p)>v1(2}) p| — plz)), 

其 中 po. Al va DREKT T, w, v 和 sup| A (x, u, 0) | 的 正 非 


减 和 正 非 增 函 数 ， 把 检验 函数 

p= [u—u(y)] 
代入 (14.69), Eh EOB, Bor=Bor(y) CQ. TERR 
(14.65) 和 (14.70) 我 们 得 到 


vı | n?i Dul +? dæ 
a 


(14.70) 


<p] 1? de+pf 7? |u(w) — uly) | A+ |Du]|) = da 
4-2uea| | |mDn| lv) =u (y) | A+ | Du) da 
<ua dst dt pn) 2 BR) | 9? + | Duj) de 


tmo(B)| (1+ |Dul)*|Dn|?da, 


其 中 olB) =sup|u@) —uy) |. 
FA, ER RAB NEL RUE 
v12 7 
oD SS ay’ 
我 们 就 有 


(14.71) | P| Duj deco] +o (R) A+ | Du|)*|Dy|”) dz, 
KP O=O (u, m, v, T). WERTH 

nytt? B>0 
KAF 14.71) FRKA, 便 得 到 估计 
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(14.72) | 12] Du) 2°***4 ga 


<O| {| Du|*?*9 (7?-+0(R) (14- | Du|)*| Dn] 
+ (B+1) 200 (R) (1+ | Dul) 7208" | Dv | de, 
为 了 估计 上 面 不 等 式 的 最 后 一 项 , FRAT EAR SK (14.66) 中 选 
取 
C= xv" 
TÆ, 利用 条 件 14.58), (14.63) 和 (14.65), 我 们 得 到 
Bof (1+ | Dul|) nat] Dv |? dæ 
<O{ {(L+ |Du|) na| Dn] | Do] + A+ |Dul)™* 
x (10° |Dn| + Brno Dol) +7? (L+ | Du) 40% ds, 
Hh O=0 (u, v). Jt, H Young 不 等 式 (7.6)， 
| (1+ | Dul) 7720] Dv |? da 


<O{ (+ ID) G+ | Dul)? | Dn] de, 
RP C=C(u, v, B). Hi, X oR) HAD, RA C4.72), 就 得 到 
| 72( 工 十 | Du|)24+7+4 daz 


<O| (42 (1+ | Du |) 28+2 4. | Dn |? + | Du |) 28*+7#2) dg, 


Et O=O(u, v, B, t). H Pott? RE y IF AI Young 不 等 
式 (7.6), 则 得 


| [n+ | Du]) 122+ de<0, 


Eh O =0 (p, P, Mi, Yis B, T, sup! Dnj). 特别 , 站 时 在 Bey) 上 
n=1 it H |Dn| 和 2/ 已 , 则 对 任何 p>i, 有 


(14.73) | -+ | Dul)%de<o, 
其 中 C=C, v, a, 1, Pp, t, R. 结合 估计 式 (14.68) 和 
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(14.73), 对 二 任何 球 Bo = Br, (y) CQ 和 0<a< 我 们 得 到 仿 计 


(14.74) Duly) | <0, 
其 中 C=Cin, T, Vy, H, Yi, Mi, Q, [elas 而 


ze uy |. 


Ufa y = 8 
[ Jay a y— y|” ; 


EN, ARER JAKE Sky u WPA Holder 估计 的 存在 性 .在 这 
里 我 们 说 明 为 了 完成 证 明 , 事实 上 具 要 估计 %% 的 连续 模 就 够 了 .而 
A, 车 结构 条 件 (L4.65) 已 加 强 ,使 得 当 |p|j 下 oo 时 ,g==o(1p1™”)， 
上 述 考 虑 就 产生 一 个 不 依赖 于 % 的 连续 模 的 内 部 梯度 的 界 . 这 时 
我 们 还 能 够 把 Q@ 的 一 致 椭圆 性 减弱 为 允许 : 24 |p| oo m Dp A = 
O(|p!7*?), 4, j=1, =, n, 其 中 o<i( 见 习题 14.6). 
GID 方程 (14.55) 69334844 Holder 估计 .我 们 把 不 等 式 

(14.70) 714.63) 中 关于 B 的 条 件 一 起 写成 形式 

A(s, z, p)|<aolp|™ t+ 777, 
(14.75) p Aa, 2, p) = rolp|"—x, 

|[B@, 2, p)|<bo| p|” +z”, 
其 中 m=z+2>1 HË do, bo, vo A x EW RE RT M ~sup |u! fy 


正常 数 、 那 么 我 们 有 下 面 的 Holder 估计 . 

定理 14.5 设 wEO CO) 是 区 域 2 中 方程 (14.55) 的 一 个 弱 
解 ,并 假定 @ 满 足 结 构 条 件 (14.75). 那么 ,对 于 任何 球 Bo= Br (y) 
CQ 及 R< Ro, 我 们 有 合计 
(14.76) ose UuxCO(1+Ry*Mo) F”, 


其 中 C=C(n, Zo, bo, Vo, hs Ro, Ne, Mo) Ma=aln, o, bo, Voy, 
m, Mo) 是 正常 数 , 而 Mo=sup|ul. 


证 明 ”定理 14.5 可 以 用 本 质 上 和 定理 8.22 所 用 的 同一 方法 
导出 ， 或 用 换 一 种 方法 即 遵 循 习题 8.6 中 所 述 的 方法 导出 。 这 里 
我 们 不 介绍 全 部 细节 .在 定理 8.22 HERP, AMR A E 
Harnack 不 等 式 ( 定 理 8.18)， 令 

k =z (R+ R” "DH 
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对 于 方程 14.56) 的 非 负 弱 上 解 ,我们 得 到 类 似 的 弱 Harnack 不 
等 式 
(14.77) RP ah nw SO (inf utk), 

Baly) 


其 中 C=C ln, do, bo, vo m, Mo, DIG l<p<n/m—m)*, Ra 
在 不 等 式 5， p) 20 中 取 
(14.78) p= 7™uFexp(—bou), BO 
作为 检验 函数 来 代 兰 (8.48) 中 的 检验 函数 ， 并 利用 p=m 的 
Sobolev A 4E xk (7.26) IRAE p= 2 的 Sobolev ER, 4.70) 的 证 
其 就 能 够 以 定理 8.18 的 证 明 为 模式 ， 从 弱 Harnack 不 等 式 到 
Holder 估计 (4.76) 的 过 渡 可 以 按照 定理 8.22 WERKER. 
意 m>>n 的 情形 可 以 从 Sobolev 不 等 式 ( 定 理 7.17) 直接 处 理 .】 
把 定理 14 5 和 我 们 以 前 的 估计 (i4.74) ARK, RAMA 
A) F E Y ER BE A Ai H. 
定理 14.6 ik ve C*(Q) ERM O 中 满足 方程 (14.55), 并 假 
定 7>> 一 1 的 结构 条 件 (14.58)，(14.63) 和 (14.65) 得 到 满足 ， 那 
AM FE ye 98, 我 们 有 估计 
(14.79) | Du(y) | <O, 
其 中 C 依赖 于 m x, v (Me), w(Mo), sup] Ae, u, 0) |, Mo, Mo/d 
和 My—sup |u|, d=dist(y, 22). 


应 用 与 定理 8.29 的 证 明 相 类 似 的 论证 ， 我 们 能 够 从 内 估计 
(14.79) 推 得 下 面 的 全 局 估计 . 

定理 14.7 uc OQ) NCO) 在 有 界 区 域 只 中 满足 方程 
(14.55)， 并 假定 满足 > 一 1 的 结构 条 件 14.58), (14.63) 和 
(14.65), 那么 ,我 们 有 佑 计 
(14.80) sup | Du | <O(1+sup|Du)), 


其 中 KM n, t, vM), pM), sup| AG, u, 0)| AM= 
sup |]. 
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14.5. FEE HAF 

这 里 不 可 能 介绍 由 第 9, 12, 13 FI 14 章 结果 的 组 合 所 能 推出 
的 古典 Dirichlet 问题 存在 定理 的 全 貌 ， 只 能 选 列 一 些 结果 ， RA 
这 些 结果 能 作为 理论 适用 范围 的 一 个 说 明 . 

O 一 般 形式 (14.1) 的 一 致 杆 圆 型 方程 假定 结构 条 件 

a’, ða” =0 (A), 

3a 00), 
(14.81) b=00Alpl D; 

6b<0 Alpid, 

db<0(A|p|*), 
4 |p — o 时 关于 COCOA BAN 2 是 一 致 成 立 的 .那么 ,根据 定 
理 9.1, 12.8, 13.1 和 14.2, RNB 

定理 14.8 ROAR HAAR, 并 假定 算 子 @ 在 8 上 
AMA, HAR a”, b ECO xR xR”) Hh EAA 4.8) 以 
及 条 件 (9.9) (HR (9.30)), BRA, 车 AQEO*7, PEC?7(Q), 0<y 
<1, 则 Dirichlet 问题 : Æ Q h Qu=0, 在 0 Lu=o 存在 一 个 解 
wECO27(2) 

一 般 说 来 ， 若 在 定理 14.8 的 假设 中 不 假定 条 件 (9.9) (或 
(9.30))， 那 么 ， 只 要 问题 12.42) 的 解 族 在 中 一 致 有 界 ， 
Dirichlet [a] i. Æ Q F Qu=0, Æ 0Q 上 w=9 就 是 可 解 的 . 注意 ， 
根据 定理 9.2, BRM a” 不 依赖 于 2 而 系数 5? 满足 DO<0, 解 就 
是 唯一 的 ， 这 时 14.81) PAA da =0(), Sd<0(A| pl”) 应 该 
被 条 件 Dia? =O(A), Dob=OA|p|*) Beatie. 

GD KAKA (14.55) 的 一 致 椭圆 型 方程 ， 这 里 我 们 假定 结 
构 方 程 

lp|"<O), 
(14.82) D,A=O(|p\"), 

|p| D,A, D,A, B=O(|p|***), 
Y |p| cc 时 关于 wwEQ MARK z, Y 盖 一 工 是 一 致 的 . 那么, 根 
据 定 理 9.7, 12.8, 13.1 和 14.7, RNA 
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定理 14.9 设 Q 是 R" 中 的 有 界 区 域 , 并 假定 算 子 @ 在 2 上 
是 椭圆 的 , 其 系数 AE047(0O XRxR”) ,j=1, =, n, BEO(ÖX 
R XP") 0<y<1 满足 结构 条 件 U4.82) 以 及 定理 9.7 关于 a=7T 十 
2 的 假设 .那么 , 车 AEO, pEC*7(Q), I Dirichlet 问题 : 在 
Q F Qu=0, Æ 0Q 上 w=g 存在 一 个 解 wE€0%7(02). 
为 了 从 定理 9.7, 13.1 和 14.” 中 的 估计 推 得 定理 14.9, 我们 
HE jE M 12.8 中 取 Dirichlet 问题 族 . 
Wu=div{toA+ 1—c) + | Du]*)?Du}+oB=0, 
u=00p JE 0O E, 0X<c<1, 
注意 由 12.42) 给 出 的 族 不 一 定 要 满足 定理 9.7 的 假设 .就 象 上 
述 情形 中 那样 ， 若 我 们 不 假定 特殊 极 大 值 原理 诸如 定理 9.7 那样 
的 假设 . 则 只 要 (14.83) 那样 的 有 关 问 题 族 的 解 在 4 上 一 致 有 界 ， 
Dirichlet 问题 :在 2 中 人 =0, 在 320 上 w=9 就 是 可 解 的 ， 注意， 
假如 系数 A 与 2 无关， 或 者 系数 召 与 02 无关， 并 且 还 假定 如 是 * 
-的 非 增 函数 , 则 根据 定理 9.5， 问题 Qu=0, 在 20 上 ww=9 的 解 就 
是 唯一 的 . 
有 具有 系数 a” E07(QxR) 的 形 为 
(14.84) Qu=a" (x, u) Dut b(a, u, Du) 
的 方程 可 以 写成 散 度 形式 (14.56), 其 中 
A' (s, z, p) =a" (w, 2) py, 
Bia, z, p) =b(2, z, p) — Da" (s, 2) pp; — Da” (x, 2) p. 
所 以 , 利用 定理 9.1, 12.8, 13.1 114.7, RNA 
定理 14.10 RQORR PHAR KIM, Hit 14.84) By 
KHATER LEMAK, 其 系数 
aeci(QxR), EO (QOxXRxXR"), 0<y<1 
4 |p, cc 时 满足 8=0(|p|), 关于 wwE9 MAR 2 是 一 致 的 ， 
以 及 条 件 (9.9) (或 9.30)). WA, # REY, pEO*7@), 
则 Dirichlet 问题 : FE Q  Qu=0, FE 0Q 上 u=o 存在 一 个 解 
Uwe Or? (A), 
ii) 在 一 般 区 域 中 的 非 一 致 椭 圈 型 方程 
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(14,83) 


现在 假定 方程 (14.1) 的 系数 能 够 按照 (14.33) 分 解 ,使 得 下 列 
结构 条 件 得 到 满足 
lpia’, b=0 8), 
Sat =O(V AE /| pl), 
(14.85) dai =0 (VA, / |p|), 
5b<O(€), 
db<0(e), 
当 |p|-> oo 时 关于 wEQ 和 有 界 的 z 是 一 致 的 ， 那么 ， 结 合 定理 
9.4, 12.8, 13.1 和 14.2, 我 们 有 
定理 14.11 设 Q 是 ?中 的 有 界 区 域 .并 假定 算 子 @ 在 2 
中 是 椭圆 的 ， 其 系数 a, 5EO1(Q2 xRxR") 满 足 结构 条 件 (14.85) 
以 及 条 件 (9.9) (或 (9.30))， 那 么 , HF 88 E0%7Y, peor, 0< 
y<1, 则 Dirichlet ja] Bi. Æ Q 中 Qu=0, XE 2A 上 wg 存在 一 个 
f u EOT). 
定理 14.11 显然 是 定理 14.8 的 推广 ， 而 且 年 理 14.8 后 而 的 
附注 在 这 里 还 是 恰当 的 ， 注 意 , 当 形 为 (14.2) 的 一 个 分 解 成 立时 ， 
我 们 有 Sa! = 0, 此 外 , Z a (p) =a" (p/|p|), 我们 还 有 da? =0, 
(iv) 在 上 西区 域 上 的 非 一 致 铺 圆 型 方程 
现在 我 们 假定 分 解 人 4.2) RA, H. 
b=o0(|p| A), 
bO ipl T A, (7.= lav] Kw), 
Xip ->æ 时 ， 对 于 rE 和 有 界 的 2 是 一 致 的 . 那么 从 定理 
12.8, 14.1 和 推论 13.5 我 们 有 
定理 14.12 设 Q 是 民 "中 一 致 凸 区 域 ， 并 设 算 子 Q 在 OF 
EER, AA a, b ECO xR x R) 满足 结构 条 件 (14.86). 
那么 , F OQEC*7, pEC*7(Q), O<y<i1, WRZ Eg 
Q,u=a¥ (a, u, Du) Dyut+ob (ort (L—o) a, ou, Du) =0, 
u=0p YE OQ §,0<o0<1 
的 O27 (O) 解 族 对 某 个 固定 的 so CQ EQ P— BAR, Dirichlet 
问题 ， 在 Q 中 Qu=0, ÆA 上 w=9 就 存在 一 个 解 wE0”7(0). 
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(14.86) 


(14.87) 


-em ame =- Ee ee ee ATE E -A AAE aR etal A ti ee ope et tt 


当 用 定理 14.4 来 代替 上 面 的 定理 14.1 时 ， 类 似 的 做 法 就 能 
得 出 散 度 形式 14.55) 的 非 一 致 梢 圆 型 方程 的 一 个 存在 定理 . 我 
们 假定 人 4.55) 中 的 系数 A A BM THR TCR 满足 条 件 
ip|"<00), 
|\p|D,A, D,A, B=o(|p|7*), 

4 |p — o NAF eCOMAAM 2 是 一 至 的 .那么 我 们 有 

定理 14.18 设 人 是 R"* 中 的 一 致 三 区 域 ， 并 设 算 子 @ 在 介 
上 是 椭圆 的 , 其 系数 ACCHT(OxRxR"),¢=1, --, n, BECTQ 
xR"), O<y<1, 满足 结构 条 件 4.88). BBA, 阁 OQEC*Y, 
pe C?7(Q), W REHA 2.42) hy 0%*?(0) 解 族 在 中 是 一 致 有 
R, Dirichlet 问题 : 在 台中 Qu=0, Æ 69 上 w=p 就 存在 一 个 解 
ucen (OD). 

(v) 带 有 边界 曲率 条 件 的 问题 . 现在 考虑 既 按 (13.43) 又 按 
(14.23) 来 分 解 的 那些 算 子 ， 特别 , 我 们 将 假定 

a (a, z, p) =a (w, p/|pl) +a (s, z, p) 


(14.88) 


, L 
=ay (a, 2, t= [pe 2, 
(14.89) (@, 2, p/ |p|) +5 [pce z, p) 


tele, z, Ppi, 
b(a, z, p) =|p|b(@, z, p/\p|) +bo@, z, p), 
Hh ai C2 (Ox By(0)), af, b.€C1(OxRx By(0)), i j=1, 
oo, n, SARE (at), [oP | aE BEA, 而 bo 关于: 是 非 增 的 . 我 
们 将 施加 下 列 结构 条 件 
CE EE tole), 
SE, ðb, (6-Da<O(), 
(14.90) õa =O E /|p|), 
aj =o(1), 
by=0( |p|), 
当 |p|-> = 时 对 于 rca WERK E-A. BA, Ww 
12.8, 13.9 和 14.2 我 们 有 
定理 14.14 EER 中 的 有 界 区 域 ， 并 设 算 子 @ 在 人 中 
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是 裤 圆 的 ， 其 系数 a4, 8EO1(Q XRRxR") 满 足 结 构 条 件 (14.89)， 
(14.90). WA, # QE0%7, pEO*7(Q), 0<y<1, 而 且 在 每 点 
yE 处 不 等 式 
(14.91) #*>boy, oY), 2，.M > 一 0 p), —b) 
成 立 . 其 中 v 是 y 点 处 的 单位 内 法 回 , 以 及 由 (13.44) 给 出 的 At, 
X 是非 负 的 , 由 此 推出 只 要 问题 (12.42) 的 0O*7(9) 解 族 在 8 中 
—- 803i, Dirichlet 问题 : 在 2 中 Qu=0, Æ 22 上 4%=9p 就 是 可 
解 的 . 
为 了 在 (14.91) 中 允许 非 严 格 的 不 等 式 ,我 们 需要 加 强 结 构 条 

AE 14.80% ,使 得 

DESE +o(l@), 

1, £, ôb, bax (e), 
(14.82) da’ =0( V E /|p|), 

ay =0(/ |p|), 

by =O), 
4p eof sE 和 有 界 的 2 是 一 致 的 。 那 么 ， 根 据 定理 
12.8, 18.6, 14.2 我 们 有 

定理 14.15 设 @ 是 民 " 中 的 有 界 区域 ， 并 设 算 子 4 在 Op 
EMER, HERA a, b ECO xR x R") 满 足 结构 条 件 (14.89), 
(14.92), BA, E RECI, pEO*7(O), 0<7<1, 以 及 在 每 点 
y EA 处 不 等 式 
(14.93) A *>Sboly, ply), v), 
Kb = —boly, oly), —v), #*20 

成 立 ， 由 此 推出 只 要 问题 14.42) YC?’ (OQ) 解 族 在 Q 中 一 致 有 
界 , Dirichlet [a], FE Q H Qu=0, Æ 02 kup REA RR, 


14.6. 连续 边 值 的 存在 定理 

借助 于 内 估计 (定理 14.3 和 14.6)， 上 节 的 某 些 存 在 定理 能 
被 推广 到 只 假定 函数 op 在 OQ LESH GMM. BARAK N K 
数 Pn ECI(DE 2A EFOR BR p， 并 对 函数 Um ECD 
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解 Dirichlet 问题 : 76 Q P Qun=0, TE 3A 上 wn 一 pgm， 内 估计 
(定理 14.3 MEM 14.6) 结 合 导数 的 内 部 Holder 估计 (定理 12.1 
或 12.3) 以 及 Schauder 内 估计 (定理 6.2) 保 证 了 序列 {wm} 的 一 个 
子 序列 以 及 它 的 一 阶 、 二 阶 导 数 在 2 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 到 一 个 
函数 uC, uH Q 中 满足 Qu=0, BARN Hit GR 
13.15) RET CEDNA MAZE 2 Lu=o, 为 了 使 这 
种 做 法 行 得 通 , 我 们 还 要 求 {wm} 是 一 臻 有 界 的 , 即 我 们 需要 一 个 象 
在 第 9 章 那 样 的 极 大 值 原理 . 用 0”? 区 域 来 逼近 区 域 9, 通过 定 
理 18.15 我 们 还 可 以 去 掉 限 制 9QEO*7. 现在 我 们 来 叙述 两 个 通 
过 这 种 方法 可 以 得 到 的 一 般 区 域 的 存在 定理 .在 第 15.3 节 中 我 
们 将 考 虚 极 小 曲面 方程 和 规定 了 平均 曲率 的 方程 的 类 似 结 时 . 

定理 14.16 设 人 是 Rr" 中 的 有 界 区 域 ,在 边界 92 的 每 一 点 
处 满足 外 部 球 条 件 . 设 @ 是 8 PH MAAS, HAR a”, 
bECHQOXRxR) 满足 定理 14.3 和 18.1 的 假设 以 及 条 件 (9.9) 
(或 (9.30))， 那 么 ,对 于 任何 函数 p ECA), Dirichlet 问题 ;在 
Q p Qu=0, Æ 3A 上 w=9 PEA uE NA). 

对 于 散 度 形式 (14.56) 的 方程 ,我 们 有 

定理 14.17 设 0 ER 中 的 有 界 区 域 ， 在 边界 29 的 每 一 
点 处 满足 外 部 球 条 件 。 设 Q 是 一 个 散 度 结构 算 子 ， 其 系数 A'S 
CONV(QXRXR"*), ¢=1, +, n, BEOY(OQ xRxR"), 0 二 YY 过 1, 满足 
定理 14.6 的 假设 ， 以 及 定理 9.7 对 wa 一 +2 的 假设 .那么 ,对 任 
AW BB p EC Cy (0Q), Dirichlet 问题 , FEO h Qu=0, FE 0Q 上 w=9 
存在 一 个 解 wE0°(@) NOD, 


评注 

在 第 14.1 和 14.2 节 中 介绍 的 接近 于 梯度 估计 的 极 大 值 原理 
中 的 主要 思想 可 追溯 到 Bernstein [BE 3,，6]。， 为 了 产生 一 致 椭 贺 
型 方程 的 全 局 和 内 梯度 估计 ，Ladyzhenskaya[LLA |] 和 Ladyzhens- 
kaya 和 Ural’tseva[LU2,4] 从 本 质 上 发 展 了 Bernstein 的 方法 .后 
来 Serrin[S 己 3] 由 于 利用 了 形 为 (i4.2) 的 表示 ， 把 这 些 结果 推广 
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到 包括 与 规定 了 平均 曲率 的 方程 (9.7) 具有 类 似 特征 的 方程 . 年 
理 14.2 和 14.3 非常 接近 于 [LU 5，6 中 的 结果 (也 见 LIV 1, 21)， 
虽然 和 定理 14.1 一 起 它们 在 [SE 和 中 的 陈述 是 类 似 的 .不 用 乘 子 
r, s, t, (LU 5, 61 中 的 作者 们 指出 ， 他 们 的 假设 只 要 被 等 价 于 给 
定 算 子 的 一 个 算 子 满 足 就 行 了 . 我 们 的 处 理 与 [LU 5,6] 和 [SE 4] 
中 的 处 理 不 同 ,我们 考虑 C*(Q) 解 来 代替 CO2) 解 ， 还 有 ,我们 的 
证 明和 结果 对 于 空间 O° * (Q) NAWO 中 的 解 仍然 有 效 . 

散 度 结 构 方程 的 解 的 全 局 梯度 界 的 定理 14.4 应 属于 Tru- 
dinger[TR 3]， 而 关于 一 致 椭圆 型 散 度 结构 方程 的 定理 14.5, 
14.6 和 14.7 中 的 估计 应 属于 Ladyzhenskaya 和 Ural’tseva 
[LU 1, 2], 定理 14.6 的 我 们 的 证 明 在 某 些 方 面 不 同 于 [LU 2] 
中 的 证 明 .， 对 于 非 一 致 顶 贺 型 的 ， 散 度 结构 的 方程 的 进一步 梯度 
合计 见 [I01，[OS 1, 2], 在 第 14.5 7 14.6 节 中 的 某 些 存在 定理 
在 文献 中 已 经 有 了 确切 的 阐述 ， 例 如 参看 LLU4], [SE3]. 评述 性 
文章 [ED] 对 存在 性 方法 的 技巧 的 各 个 方面 提供 了 一 个 清楚 的 说 
明 . 


习 a 
14.1. 证 明 ; 假如 osew 充分 小 , 则 定理 14.2 对 于 正 的 "和 “仍然 成 立 . 
14.2. 证 明 ; 假如 5< 一 2Vac, 则 定理 14.2 和 14.3 对 于 正 的 a 和 6 仍然 成 
14.3. 证 明 ， 若 从 定理 14.3 中 去 掉 假设 4<0 或 c<0, 我 们 仍然 可 以 得 到 
一 个 形 为 14.52) 的 估计 ,其 中 常数 C 另外 还 依赖 于 解 w 在 点 的 连 
续 模 . 
14.4. 证明; 如 果 结 构 条 件 (14.60) 代 之 以 
(14.94) |p|D,A, D,A, B=o(lp|*), žlpl> ok, 
Fira y=or+14+ +2) /n, 假如 TY> 一 工 HÆ 29 bu=0, Wile ew 14.4 
仍然 成 立 . 
14.5. ULES. 如 果 结 构 条 件 (14.60) 代 之 以 
(14.95) |p|D,A, DJA, B=o(\p|”), |p] oo 时 ， 
其 中 p=t+l+i/n, Birs- l, BOQ 上 w==0, 则 定理 14.4 仍 
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14.6. 证明: 假如 结构 条 件 (14.59)， 


(14.63)! D,A=O(|p|**7), 

(14.65)! g=0(|p|7+?), 

对 于 > l, o<1 成 立 ， 则 对 于 方程 4.56) 的 C2(9) 解 ,内 楼 度 的 界 
是 正确 的 . 
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ATLE 
平均 曲率 型 方程 


在 这 一 章 里 , 我 们 把 注意 力 集中 在 这 样 两 个 问题 上 : 一 个 是 规 
re SOF ES A 
(15.1) Mu= A+ | Dul’) 4u— DeDuDyu=nH (1+ | Du 
为 一 个 是 两 个 变量 的 这 类 方程 ， 我 们 主要 的 兴趣 是 解 的 导数 的 内 
信 计 . 将 会 看 到 ,我 们 不 仅 能 建立 这 些 方 程 的 解 的 梯度 内 估计 ,而 
生还 能 建立 强 二 阶 导数 的 估计 ， 这 种 二 阶 导 数 的 估计 是 由 方程 的 
非 线 性 性 所 引起 的 ， 这 也 是 它们 不 同 于 一 臻 椭圆 型 方程 (例如 
Laplace 方程 ) 的 地 方 . 特别 是 我 们 知道 R? 中 极 小 曲面 方程 的 
C (R?) 解 必定 是 线性 函数 , 这 是 Bernstein 的 一 个 经 典 结 果 ， 我 位 
将 推广 这 个 结果 (定理 15.12)， 

这 一 章 中 处 理 梯 讶 内 估计 的 方法 ， 在 很 大 程度 上 是 不 同 于 第 
14 章 的 (尽管 这 与 14.4 节 中 的 散 度 形式 的 情形 有 某 些 共同 的 特 
色 )， 方 程 (15.1) 的 解 的 梯度 内 信 计 ， 即 定理 15.5 是 通过 考察 
R"… 中 的 超 曲 而 上 的 切 向 梯度 (tangential gradient) 和 Laplace 算 
子 来 得 到 的 ， 这 个 超 曲 面 乃 是 解 % 的 图 象 . 超 巾 面 上 的 基本 合计 
是 在 15.1 节 中 给 出 的 . 

在 15.4 节 中 ,我 们 研究 了 两 个 变量 的 规定 平均 曲率 的 方程 的 
一 般 类 型 ， 在 15.5 节 中 , 通过 Ra 中 曲面 间 的 拟 保 角 映 射 的 处 理 ， 
导出 了 一 阶 和 二 阶 导 数 的 内 估计 (定理 165.20 M 15.21), 而 这 个 
拟 保 角 喘 射 是 1 廿 .1 市 的 推广 . | 

这 一 章 的 15.4 By 15.8 45, UE 15.1 节 的 一 部 分 ,都 是 同 工 . 
M. Simon 合作 写成 的 , 这 些 内 容 本 质 上 都 是 他 的 贡献 . 


15.1. 只 中 的 超 曲 面 
RH 中 的 一 个 子 集 E KA R hiy O iE HHT, Fd © BE Ja 
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Hee Rn cere RL EA HI = SSR Tepe rha tai ap RRE CAA Hh i-L i a ` 


部 地 表示 为 R 中 一 个 开 子 集 上 的 0 函数 的 图 象 . 这 里 ， 我 们 的 
兴趣 是 OC 超 曲 面 ,为 简便 计 , 我 们 假定 S 能 全 局 地 表示 成 一 个 03 
泪 数 的 等 高 面 (level surface)， 也 就 是 存在 一 个 R*+7 HI FRY 
Ail— “eH DECCA, EU EDD, 使 得 
(15.2) S = {rE Y| D(a) =0}, 
就 本 章 的 应 用 而 言 ,G MERKA uE KERR, HP O Æ R h 
的 一 个 区 域 ， 对 于 这 种 情形 ,我们 可 取 Y=QxKR, 以 及 
(15.3) D=Hy41—U(a'), w= (4, y Gn) EQ, 

当 马 由 (6.2) 给 出 时 ，S 的 法 线 v( 指 向 2 增加 的 方向 ) A 


y__D® 
| D| ` 
设 gE0Q1( 人 UV), g E S ER I tiA 6g 定义 为 
(15.4) òg = Dg — w- Dg)». 


对 于 任 一 点 YES, 切 向 梯度 dg U) ERE Dg OES Wak y 处 的 
切 平 面 上 的 投影 。 显然 


(15.5) v -dg=0, 

(15.6) (Sg |?= | Dg|°— |v: Dg!’, 

办 此 

(15.7) |5g| < |Dg), 

(15.8) 当 Dyiig=0 BY | ener] | Dg] <] dy). 


mH, dg RikMF ge S 上 的 值 是 很 明显 的 ， 因 为 , 假设 gE 
OWES EBB 9-9. 于 是 Dg 一 9) 一 bp, 其 中 上 6 为 某 个 常数 ， 
因此 
8(g—9) =kv —kv =0, 
其 次 ,根据 附录 中 的 公式 4 人 A13) ,我们 有 
DD 


1 _. 
w= Dl or 一 yp D= -nH — > viDi|» |?= ~nH, 


其 中 五 表示 驴 关 于 法 线 b 的 平均 曲率 ， 因 此 有 公式 
(15.9) H= -> dm, | 
下 面 的 引 理 给 出 了 微分 算 子 6 的 分 部 积分 公式 ， 
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引 理 15.1 设 d4 是 人 的 面积 元 素 ， 则 对 所 有 ICOOOA 
(15.10) |, 594a4= 4 gHv dA, 


EA RAX S E 0 函数 的 图 象 的 情形 建立 公式 
(15.10), 人 然后 借助 单位 分 解 来 得 到 一 般 情形 的 公式 .为 此 ， 假设 
© 是 由 (15.3) 给 出 ,因而 在 点 (%, w(%)) ES 上 ,有 


p= — Dt t=], +", n, 
Y 
(15.11) Pama, 
H= pj], 
dA = vdr, 
其 中 v=/1+|Dul?, 


XM GECOUD Hi | | 
g (a, ns) = 9 (a, u(a)), 
BA, 7S kg=g, AW, d¢—59. Aix i<n 有 


| G19 dA = | 5.9 dA = | (Dig — vy yDyg) v daz 
= 一 | {DoS Dj ow) da 由 分 部 积分 ， 
一 一 | j{Dw 一 5 v;Di (vw) + nw Hy hae 由 (15 .11) ， 
j=1 
一 一 nf gH vw Aw — ie vp, Dyut Dw de 
= -路 gHvw 02 h (5. 11). 


对 $=n 十 1， 我们 有 | 
| Bar19d4— | S79dA =— | Vast > y,Digvda 


-| 7y Dp; de= -af gH da 
Q j=l Q 
= -nf gHrnidA, J 
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注意 , 在 引 理 Dh int 的 情形 与 规定 平均 曲率 方程 的 
积分 形式 是 等 价 的 . 

MF gEC*(M), g 在 全 上 的 Laplace-Beltrami 算 子 定义 如 
F: 
(15 . 12) Ay = 06:0:9. 
从 分 部 积分 公式 (15.10) 和 (15.5), MPA PE CUM), RNA 
a513 f pigdA=| 。 gApdA=|_—89-3¢ dA. 


现在 着 手 导 出 关于 S 上 算 子 6 和 4 的 一 些 重要 不 等 式 . 这 
些 不 等 式 是 定理 2.1 的 平均 值 不 等 式 以 及 引 理 7 了 .14 中 的 位 势 型 
表达 式 在 R"* 中 超 曲 面 上 的 推广 . Bey tS ERA, r= |w 一 y|， 
PEC R), 通过 计算 ,我 们 有 


dab Cr) = Byrn) FB p (r), 
dp (9) =E RO) km) 
(15.14) EO 万 oo 一 多 


一 mE) y +y r)— yp! £) Y) ||arl 


+ Hv. (ey), 
按 (15.6), 有 
15712 一 工 一 eee | i 
特别 , 令 x 为 01(R) HAGE SEIN AR a, 其 支 集 包含 在 区 间 ( 一 co， 
DN, Xe 
Yr) =|” rz(r/p)ar， 


Hp 0<p<R, R Br(y) CHU， 于 是 由 (16.14) 得 到 
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Lb (r) = — {nz (r/p) +rx @/p) |8r|?/p 
+nz (r/e) Hv-(@—y)} 
(15.15) = p"ttD, [o"z Cr/p) ]+77' @/p) A— isr?) /p 
一 9X (r/p) Hv. (@—y) 
<p" D,[p-*z (r/p) ] —nz(r/p) Hee (wey). 
在 人 是 极 小 曲面 的 特殊 情形 , BU =O 时 , 不 等 式 415.15) 人 简 
化 为 
(15.16) Ap (r) <e"+ D, Lp "x(r/p)]. 
关系 式 (15.15)，(15.16) 在 我 们 的 内 估计 讨论 中 是 基本 的 .我们 
先 考察 极 小 曲面 , 即 A =0 的 情形 , 以 此 来 说 明 它 们 的 应 用 . 设 g 
是 DL (S) 中 的 非 负 函数 , 并 假定 对 所 有 非 负 的 p ECU E 


(15.17) | _ gp dA>0. 
Æ (15.17) FER p=, 15.16) 立即 得 到 不 等 式 
D, [| grr/pa4|>0, 


也 就 是 说 , 函数 
(15.18) I,(p) = +, , gu(r/p)dA 


CnD” JS 
关于 p 是 非 减 的 . 设 x 以 某 种 适当 的 方式 逼近 于 区 间 (一 >, 1) 
的 特征 函数 ,于 是 又 得 到 函数 


(15.19) I) =t ga, 

wap SnB) 
EÆFERKB. AAPL RA CFIA YECS,F 
(15.20) lim 7 (o) =9 9), 


于 是 对 于 几乎 所 有 的 YE€S 以 及 Br(y) CW， 我 们 得 到 平均 值 不 
等 式 
(15.21) yg < 二 |。 oa4 
MRA ECU), HES LA 4g 之 0( 一 0), 那么 我 们 就 称 9 在 
GS 上 是 下 调和 (调和 ) 的 . 应 用 (18.13), 于 是 有 

5115.2 设 g 是 0? 极 小 超 曲 面 人 上 的 一 个 非 久 下 调和 函 
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数 . 那么 ,对 于 任何 一 点 VEG 以 及 球 Bry CY, AY A5.21) 
BLM, 

4S 为 超 平面 时 , RER (15.21) EMH Euclid 空间 民 "中 非 
负 下 调和 函 狐 的 平均 值 不 等 式 、 然 而 要 注意 ,在 这 种 情形 , 我 们 并 
不 病 要 假定 9 是 非 负 的 . 看 9 是 一 个 正常 数 , 则 从 (15.21) 得 到 估 
计 
(15.22) A(SNBrYy)) Sank’, 
其 中 4(E 站 Br(y)) 表 示人 NBr(y) 的 面积 . 今后 ， 在 无 二 义 时 我 
们 将 记 Er (y) 一 各 NBr), 并 一 般 简 写 为 S (y) =r). 

现在 我 们 转 到 一 般 的 超 曲面 S 和 OU) 函数 g 的 情形 ， 虽 
然 , 上 面 在 极 小 曲面 的 情形 中 所 采用 的 方法 是 可 以 推广 的 , 但 我 们 
将 采用 稍微 不 同 的 方法 来 代替 上 面 的 方法 , 由 此 给 出 引 理 15.2 的 
另 一 个 证 明 . 设 y 是 S 上 的 一 点 ， 并 设 球 BOCK Sx 
C*[0, œ) 中 的 一 个 非 负 非 增 函 数 ， 其 支 集 在 区 间 [0,， 刀 中 定义 
由 EC Q) A 


u(r) -| tx (x) az, 
Hy (15.15), 我 们 有 
(15.23) Aplr) = — {nz (r) +rx' r) 37 二 MO 五 pz 一 人 
= — (nz (r) +rx' (r)) +rx' (r) G — [dr]? 
—nz(r) Hv. (a—y), 
FFE, HA (15.18), 得 


(15.24) | (nz Cr) +rz' (r))gdA— 人 rg (r) 1 ~ l8r|%) gdA 


- -af x(n) gH»- (oy) dA+ | Sib dg A, 
如 有 果 进 一 步 限 制 x, 使 当天 s 时 ， 
X (2) =e "—R, 
这 里 O0<e< Rk, 我们 就 可 以 把 上 面 的 关系 式 写 成 
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benit- 1 | 


«Au 


(15.25) n(e"*—-R") | gd4+| ps (nz (r) +r’ C7) y dA 
— 1 2 
Je, (7) (1— |dr|*)gdA 


——n|_ x( 9Hr (wDdAt+ | dh-89d4. 


(15.25) 式 启发 我 们 应 选择 x, 使 在 区 间 Le, BR) 上 nx (7) 十 YY (7) = 
mR. Mild, A Pe Re ye 

e"—R”, 0xr<e, 

ge *—-R™”, exr<h, 

0, ro R, 

我 们 还 不 能 直接 用 为 来 代替 (15.25) 中 的 z. 然而 可 以 用 O*°0, 
co) FA AA IB RAEN R RGF FY Lm} ERE x, 这 个 序列 中 的 函数 的 文 
集 都 在 L0, 有 内， 其 导数 一 臻 有 界 . BP BOR {zm} -- BA 
到 xe FEOF IN m) A R S A) K 


Ks Cr) = 


0, 0xr<e, 
Ler) = — np et) exr<ih, 
0, r= ke, 


FÆ, 从 公式 (15.25) 可 以 得 到 
(15.26) (se -RY)| gdAt| _gr"Q- [dri aA 


-R*| 。。 gdA—(e%-R*) | gHv-(e~y)dA 
2r — D De 
-| z g(r —R "Hv. (x—y)dA 
+f Su), (r) -òg dA 
n Jer vo? 


其 中 bao) =|" re ar. 
令 s AFE, 于 是 我 们 有 
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. 1— |8r|? 
Or e gA 


1 1 
分 = — -n —_ 一 有 a A 
(15.27) P S gdA D L gr RX Hy-(a—y)d 


1 
To. S, Ou (7) “Og dA, 


其 中 br) 一 | ta" —R™) dr, 


这 时 ， 引 理 15.2 就 是 恒等式 (15.27) #1 (15.18) 的 一 个 直接 推论 . 
应 用 不 等 式 
Hv (oD |<r-4| p+ @—y) [2+ A 
(15.28) 
一 工 一 |87|? +5 H’r?, 


我 们 可 以 从 (15.27) 得 到 估计 
oF js glòr" dA 
t|, gH RdA 
| AR) (wy) -òg dA, 
这 样 ,我 们 就 证 明了 引 理 15.2 的 下 述 推广 . 
引 理 15.3 设 g 是 01(%W) 中 的 一 个 非 负 函数 ,那么 对 任 一 点 
YES 以 及 球 Bry) CY, KER (15.29) RX. | 
在 下 一 节 中 将 根据 引 理 15.8 导出 梯度 的 内 估计 .注意 ， 当 
JEC(U) R, 我 们 可 以 把 (15.29) 中 的 最 后 一 项 表示 成 


1 
-+f wer) tga, 


对 于 本 章 后 面 将 要 讨论 的 两 个 变量 的 方程 ， 还 需要 不 等 式 
(15.26) 和 (15.29) 的 更 进一步 的 推论 ， 特 别 ， 如 果 我 们 在 不 等 式 
(15.29) k $ n=2, 得 | 


p J Í rapa 
(15.30) gy) < | (1+4 PRGA 


GMS 
(15.29) 


—, 


EE 
tas |, TOR) |ògidA, 
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an ore fr re | 


#é (15.30) HS g==1, 我 们 得 到 估计 


<4G :工人 a 
pe + s H då, 


FHA Ge) RA Sr WER. K, mR S Æ R 中 的 一 个 紧 致 的 
超 曲 面 ( 或 者 更 一 般 地 , 如 果 W=R®, 4 Rookt A Gz) =0 R, 
我 们 就 有 
(15.32) | Had4>4dn. | 
此 外 ， 能 够 证 明 当 且 仅 当 全 是 球面 时 ，(15.32) 中 的 等 号 成 立 
[TR9]. 

下 面 用 (415 .19) 来 定义 了, 从 (15.26) 和 (15.28) 得 


Wal (8) 一 ol gaA 


(15.81) 


< Ref glòr |’dA+ e1] _ 9|H Idd 
+4), gH (Reda ,h(n) -òg dA, 
所 以 ,应 用 Young 不 等 式 (7.6) , 便 得 估计 
(15.33) sup IOS -i f gEnlorls+ | HR |"+nH*r’ R" | 
x (r "RdA . 
1 n D LA 

rifar Rr )13g194. 
注意 , (15.33) 的 最 后 一 项 可 以 用 

| WO (- 49) * aa 


KRE, RE JEC. WARE GS. 83) KIKIR n=2, g 
=1, 我 们 得 到 估计 
(15.34) sup AG) < BAS 3| | H?’ dA, 


Om pr 


下 面 我 们 米 确定 
TO =D gldritd] 
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yea mH a 一- ~ Eh a SG a PA. ~ 
re a 。 F: 


的 一 个 估计 ， 如 引 理 15.2 的 证 明 中 那样 选择 x*， 并 应 用 (16.18) 
和 (15.5) ,我 们 有 


D{|,xr/e)g\8r\*aa|=") (n/p) t+ Ho (oy1gad 


i 
Zf OPC) -39a4. 


于 是 , 4 ALATKA, DERRER, RNAS HA 
的 pCO, E), J (p) 有 明确 定义 ， 此 外 还 有 


(15.35) T@< Zf [nlg] a+|E]r)+r]ògl]dA 


<2|  lgld4+f, (ol Hgl+lògl)dA. 
特别 , 如 果 n= 2, 则 对 于 g=1, RANA 
(15.36) Df lör (244 }<n[ =e + | „lH jaa] 


<10p[ 4S + | NE:s dA] (15.34). 


位 势 型 关系 式 (15.27), (15.29) 和 (15.30) 有 点 类 似 于 第 7 章 
的 引 理 7.14 和 7.16。 事实 上 ， 对 于 二 维 曲 面 的 情形 ， 我 们 将 用 
《15 .30) 导 出 与 定理 7.19 的 Morrey 合计 相 类 似 的 一 个 结果 .下 
面 这 个 引 理 在 15.5 节 中 求 广 义 拟 保 角 上 映射 的 Höldor 估计 时 将 要 
用 到 . 

引 理 15.4 设 gE), mn 一 2， 又 设 存在 常数 及 >>0 和 
BE (0, 1), 使 得 
(15.37) | ,39|aA< Kp(p/B)’ 
对 所 有 ye Sey) 和 所 有 p< R/4 R. 


(15.38) sap | g(2) —g(y) | <OK (p/R)*| A 
zeSFiy) 


+Í Htadl, 
Se 


其 中 C EMR, CORREA YE S (9) 的 连通 部 分 , 
证 明 我们 先 把 (15.30) 写 成 
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me j 


rs 


(15.39) g(y) <1 | _ IR HY/D dA 


R 2 i 
二 | p fs (89144 dol, 
并 对 于 o<R/4, 定义 
gı= SUPY, 0% 一 intg. 


Sty) Sy) 

4 gı— Go 6B" K (o/ 尼 ) 
那么 取 C=68, 并 根据 (15.34) , 引 理 15.4 就 得 证 ， 如 果 

91~ 9o > 6B" K (p/R)*, 
那么 设 N 是 使 下 式 成 立 的 最 大 整数 . 

N<B8(gi1—90) /6K (p/R)%, 

然后 再 细 分 区 间 [go，9 WN 个 长 度 S687 (0/R)? 的 两 两 不 相 
交 的 区 间 Ix, To, ---, Tx， 对 每 一 了 一 1，…, N, S p ECR Hi 
EMMA, RRBASE LA, HH maxy,—1, max yj <8/2K 
e (0/ R). (很 清楚 ， 这 样 的 函数 是 存在 的 ， 因 为 Zi 的 长 度 
68K (p/R)*,) 由 于 人 sp(Y) 是 连通 的 ， 所 以 对 于 每 个 I=L, 2, 
vee, 六 ,存在 一 点 2 了 E SG(9) 使 得 灿 [g(w j=1， 于 是 ,把 (15.39) 
中 的 9 RRM, REM o, GRR og, 对 所 有 的 p<R/4 HBF 


1 一 3 
1< 去 | Soar) Wi(g) (07+ H?/4)dA 
+ a | Sibjog (aA do, 
从 而 , 应 用 (15.37), 便 有 
P af 
| F | corny 099| dA do 
<BR (2K pf) -1 | o7? | 
<BR QIK p°) -i KR- of tdo= 5, 
然后 合并 最 后 两 个 不 等 式 就 给 出 
1< en hi) (p™ + 17/4) dA+, 


g| dA do 
Sola) | J | 
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ee A re art i a a rp rt i i -A = re ERR PO al: 


于 是 
1<2| WO (p+ Fa/994 
Splet) 


<2] WO) (ot HY/ AA. 


IE ants 
Xf FH, …， N RAL, 3 注意 到 之 几 委 II， 就 得 到 
vas Otte) gaxo] 3G ACS x) +{ meda! 
FE J Sap Sr 
h (15.94), 


由 此 可 知 , 估计 (15.38) 成 立 ，】 
附注 WRG REKLE, 在 5.27) 和 (5.29) 中 令 忌 趋 于 
无 穷 , RNR BAAR 


go) + | Carl) gaa 


(15.40) = S| ON gda S ELD a4, 
2.2—n _ (a—y) +6 
gOW < 9d 人 -的 9 aa. 


这 些 不 等 式 可 以 用 来 建立 Sobolev WA =H (CYB 15.1, 
15.2), YER, Sobolev FER, MEM 7.10 2H Miranda[MD1} 
推广 到 Re? 中 的 极 小 超 曲 面 上 ， 并 被 Allard[AA], Michael 和 
Simon [MSI1] 推 广 到 任意 子 流 形 . 上 . 


15.2. 梯度 的 内 估计 
设 0 是 ?中 的 一 个 区 域 ，% 是 0?(Q) PRR. MRS E 

AN UE Re? 中 的 | BA © HER a= (w', 4(w')) ES 处 (关于 上 

法 线 ) 的 平均 曲率 

(15.41) H(a')=~— L Dy, (w') = 一 L p> 


H p o= v 1+ [Dul? Be 
这 一 节 的 目的 在 于 建立 用 五 和 dist(w', 690) 来 表示 的 Dulen 
的 估计 . ACHAT 16.41) 写成 对 所 有 PECik2) 成 立 的 积分 的 


= 3446 


e, 


-tr 
' 


形式 


(15.42) | (»-Do-n p) da’ =0, 
(15.43) | (Dw Dy —nD, Hp) da! =0 


对 所 有 @ € CoQ) 成 立 (人 参看 方程 412.3)). 在 45.43) 中 以 及 今后 
我 们 种 假定 HEC. MEH np RF 15.43) 中 的 p, AP 
pE). TERESA E 
(15.44) | Dyv; Divi da! + | (v_,Dyv Dip — nvr De H o) ada! 一 0， 
对 所 有 的 9 © Co(Q) Re, 根据 (15.4), 通过 计算 我 们 有 

VeL Vs; = — <= (CF -一 Vy) Dyu = 一心 (Ss 一 vwy) Di 过) 

= — UVa, =], 2, =, n, 

所 以 , 借助 于 附录 中 的 公式 (A15), 我 们 可 以 把 (15.44) 写 成 
(15.45) | Capav' -| odanDip -nd Hp) de! =0, 


n+1 


其 次 , & M=QxXR, Fik PEC). 在 (15.45) 中 用 函数 
P, Lari) =P, lw)) 

RE p, 再 应 用 关系 式 

>) SY n+p = S dwn > ÒiPa+1 DPs 
于 是 就 可 以 从 5. 伍 ) 得 到 恒等式 
(15.46) | (Cprtig— dvntdp+ Nasr) dA=0 
HARPER., HER, £05.46) PH May A H Æ 
与 Oni 无关 的 . A, 在 (16.46) 及 本 节 剩 下 部 分 中 , 我 们 遵循 求 
和 和 约定 ERRERA LA nti RRE, ELKAR 
(15.47) w= log v = — log Vatis 
H (15.46) HH po RE p, 就 得 到 不 等 式 


(15.48) | (3w+3p+ |5w|29 —nv- DH) dA<0, 


Tr A SEB pE 成 立 ， 不 等 式 (15.48) 是 不 等 式 

(15 .49) Aw> |d8wl?—nv- DH 

的 弱 形 式 。 特别 , ORR HM, BAX uE 2 上 满足 极 小 曲 

MITE, Tew FES EES Fe fe, 因此 引 理 15.2 对 于 ww 是 适 

用 的 . 在 一 般 的 情形 下 , 对 于 每 一 点 CEC, HE R<dist(y’, IA, 
一 (VY, w(y)), 就 可 应 用 引 理 15.3 得 到 


(15.50) w(y')< wadt+—i | wr 


ae | 
Oy” J Sy) Awn J Salty) 
x (rR) dA+ =| pv DHA, 
On S Cy) 
Hh y 15.27) 给 出 
(15.51) 2 
H= sup (v- DH) t<xsup| DH|, 
Q 
JA (15 . 50) RIIA 


(15.52) wy')< a(r — RdA 


=> SEU waa -+ ais fi pafo wr’dA dp 


+A 
Wy, 


[Ë po- RAS, dp 
nH; da fi p? "| wdAdp 
f “AS, dp, 
于 是 ww 的 信 计 ， 从 而 Du 的 估计 就 可 以 化 为 0<p< 情 时 4(,) 和 
f wa4 的 估计 . 


AS) #3 dkt, 
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不 失 一 般 性 ， 假 设 BR<dist(y’, €Q), y’=0 Ruy) =0, xf 

于 RB, 我 们 定义 函数 uy 为 
P, UP, 
Wo 一 1 U, —PSUSP, 
—P, VS 一 D， 
将 窒 验 函数 P= Tp 
代入 积分 恒等式 (15.42) 中 ,这 里 ”是 满足 ;  |c"] <p WY n= 1, 当 
|æ | >2p 时 1 二 0 以 及 |Dn| <1/p 的 一 致 ipsehitz 连续 通 数 ， 注 
意 , 恒等式 (15.42) 显然 对 所 有 的 pEW (ORZ, 因此 对 所 有 支 
RE Q 中 的 一 致 Lipsehitz 连续 函数 p, (15.42) 也 成 立 ， 于 是 有 
1。 ao<p| (Dn| vn H 7) dz, 


PAH 
(15.58) A(S,)= | 


a da’ <| v aa’ 


laitue pt ja’ |, luj<p 


<C (n) [eef lH |7 ac <o (n)p" AHR). 


| w dA 的 估计 . 


现在 把 p=nw (u, +p) 
RA 5.42), 其 中 ”如 上 。 由 此 得 


2 
| w| Du | da! 
læt lui<p 


vV 


,Cw Dn| +n] Dw| +n | Hwn) da! 


| 
为 了 估计 | Dwlaz'， 我 们 在 不 等 式 (15.48) 中 用 p RE p, 于 是 
对 所 有 opECOIGQXxR)， 有 
| oldul da<] pdw-dpdd—n „Pv-DHdA, 
应 用 Cauchy PEA (7.6) 得 到 
f pòw daxa] 1apjaa4+nEi|。 p då, 
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Se a Ea aa 
re eee nen TE EE A A: a ee mA ti tn ee E 


特别 ,选择 p 使 得 
p=7t (nas), 
共 中 0<7<1, 在 (一 p， sup u) 中 tæi, 在 (一 2p， p+ EMP u) 之 
外 Ts0,，|z |<2/pe, nink. WA, 我们 有 
f_o ldu] 3dA< (80n Ħ:) A (S Nsuppg). 
应 用 (15.8) , 于 是 可 得 出 
| nl Duldv <| plõwldA ~ 
jr’ i<2p,W>—p S 
< (80-7 +n H) A(S Nsuppp) Schwarz 不 等 式 ， 
< (84n HR Y? p7 | vax" . 


la’ |<2p,u>—2p 
AA wx, 我 们 也 有 


| wda'<| y da’. 
ei <2p,4>—p la’|<26,4>—p 
Di, RTE fo da’, 对 此 , 在 (15.42) 中 到 


p=nmax{ut2p, 0} 
即 可 办 到 , 其 中 , 当 |z'| <2p 时 n=l, 当 |z'| 之 3p 时 w=0, 且 | Dn|l 
1/p， 因 此 得 


vde SO (n) p"1+H eR) (Hp sup w). 
Iwi<dp | 


| 
所 以 , 结合 上 面 几 个 估计 , 便 有 
(15.54) | 网 wd4<| apy dat 


<O(m) AHA 1+ A, R770 +p "sup tw), 
综合 估计 式 (15.52)，(15.53) 以 及 (15.54), 再 取 其 指数 便 求 
得 所 要 的 榜 度 内 估计 . 
EHE 15.5 设 2 是 民 " 中 的 一 个 区 域 , % 是 CO) PA BR, 
WIPE EY CQ, Ait 7 
(15.5D) | Duy’) | <C1oxp{Czsup(u—u(y’)) /d}, 
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Ta 


H d=dist(y', AQ), Cy=Ci(m, dHo, PH, Co=Co(n, dHo, 
& H), (Ho, Hi 15.51) H). 

作为 定理 15.5 的 一 个 直接 的 推论 RINA TONKS 
数 的 内 估计 . 

推论 15.6 KROBRR 中 的 一 个 区 域 ， “是 CPO) 中 的 一 个 
非 负 函数 . 则 对 任 一 点 YE08， 有 估计 


{15.56) | Duly") | <C1 exp{C.u(y’) /d}, 


其 中 Cy, Ca 和 4 与 定理 15.5 中 相同 . 
有 趣 的 是 , 估计 (5.55) 和 (15.56) 的 指数 形式 是 不 能 改进 的 . 
这 在 二 维 极 小 曲面 的 情形 是 显然 的 , J [FN4 中 的 例子 .在 下 一 
节 中 我 们 要 把 定理 熙 .5 应 用 到 具有 连续 边 值 的 极 小 曲面 和 规定 
了 平均 曲率 的 方程 的 Dirichlet 问题 上 去 . 对 于 极 小 曲面 方程 的 
另 一 个 应 用 将 在 习题 15.4 中 讨论 。 我 们 指出 以 下 事实 来 结束 这 
一 节 ， 对 于 高 阶 导 数 的 内 估计 现在 可 以 从 定理 15.5, 定理 2.1 的 
Holder 估计 ， 定 理 6.2 的 Schauder 内 估计 以 及 习题 6.1 推出 . 
推论 15.7 设 Q 是 RR 中 的 一 个 区 域 ,% 是 C2(9) 中 的 一 个 
Ma, HABER HEC), k>1, mucoa, HFA 
对 于 任 一 点 yEQ 及 多 重 指标 B，|B| =—2+1, 有 估计 
(15.57) | D®u(y) <C, 
HH O=C(a, k, |H lro, d, sup|ul), d@=dist(y, 02), 


15.3. # Dirichlet 问题 中 的 应 用 


在 这 一 节 里 我 们 研究 具有 连续 边界 数据 的 极 小 幅面 和 规定 平 
均 曲 率 方程 的 Dirichlet 问题 的 可 解 性 ， 关 于 极 小 曲面 方程 , RAN 
有 定理 13.14 的 下 述 推 广 . 

定理 15.8 k2 ÆR PH Ce 有 界 区 域 . 则 Dirichlet 问题 : 
Æ QF Mu=0, 在 6Q bu=0, MER p EC (CQ) 可 解 当 且 仅 当 
边界 OQ 的 平均 上 曲率 处 处 非 负 ， 

证 明 ”我 们 先 假 设 对 某 个 w>0, 80EC ”并 设 20 的 平均 曲 
率 处 处 非 负 ， 令 {pe} 是 C**(9) 中 的 一 个 函数 序列 , 在 边界 OQ 上 
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一 致 收敛 到 pg， 根据 定理 13.14, Dirichlet 问题 ; 

Æ QB Mun=0, FE O22 上 Um= Pm 
FO? (Q) 内 是 唯一 可 解 的 , 从 比较 原理 (定理 9.2) , 当 om, ma 一 
oc 时 , RNA 


SUP | Um, — Um, | < Sup | pm — Pm, |> 0. 
Q 22 


于 是 序列 {fur} 在 人 上 一 致 收敛 到 某 个 函数 EO*CQ), HA AQ 
上 wp. 应 用 推论 16.7 以 及 Arzela THII uc, 以 及 在 
Qe Mu=0, SFC? Rik 8 的 结果 , 可 以 用 C2” EK BRIBE OQ RK 
得 到 .定理 15.8 的 非 存 在 性 部 分 是 定理 13.14 的 直接 推论 . ] 

韭 齐 次 方程 (15.1) 的 存在 性 结果 取决 于 解 的 适当 的 极 大 值 原 
理 的 建立 综合 定理 12.8， 推 论 13.8 和 定理 14.2， 我 们 首先 可 
以 得 到 下 面 这 个 关于 光滑 边界 数据 的 基本 结果 (也 可 参看 定理 
14.15). 

定理 15.9 BORR HHAR KEM, Wika, 0<a<i 
@QE07*, Ve pEO**(Q), HECA), 假设 22 的 平均 曲率 
已 ,对 每 一 点 YE6G 满足 


(15 .58) A'y)> 


如 果 Dirichlet 问题 : 
FE Q Mu =onHA (a2) (1+ | Dul 3 ?3, 
TE OQ Lu=op 
的 解 族 在 8 内 一 致 有 界 , 那么 存在 唯一 的 函数 EO%**(02), a 
中 满足 方程 d5. 蕊 ,在 OQ 上 w=y. 

条 件 25.58) 的 必要 性 由 推论 13.13 所 证 实 。 现在 我 们 来 建 
立 可 解 性 的 进一步 的 必要 条 件 . 即 ， 由 方程 (15.1) 的 积分 形式 
(15.42), SEAT 9 € CoQ) RANA 


TIHO). 


1% 一 


(15.59) 


|1 , 1. | Du | 
[| Enda <= |p Dy das” sup > ,LDnla, 


+ |Du|? 


Du! 
一 3 1—e = SU dul 
Te, id 0 a 14 | Due 
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我 们 便 得 到 
(15 .60) |f Ends < 全 = 人 | 1Dzlaz 


对 于 所 有 的 mE OSB(Q) 和 某 so>0 成 立 ， 但 是 ,从 定理 9.8 的 证 明 
中 显然 可 见 , 条件 (15.60) 对 于 保证 方程 Q5.1) 的 C1 (O) fe u BE 
验 估计 sup1w| 成 立 也 是 充分 的 . 因此 , 由 定理 15.9 我 们 有 下 面 强 


的 存在 定理 . 

定理 15.10 k 2ER PH-PHR RM, WIE a, 0<a 
<1,dQE07* MH pEC**(Q), HECO) HW E (15.58) 和 
(15.60). J) Dirichlet 问题 ， 

Æ Q H Mu=nA (1+ | Dul", Æ I E u= 

MF uco 是 唯一 可 解 的 。 此 外 ， 如 果 我 们 仅 假 定 pE 
O (30), 那么 这 个 问题 对 于 uE) NOO) 是 唯一 可 解 的 . 

注意 条 件 


(15.61) | | H* ("da< on, 


PHA UF 15.60) (参看 (9.29))、 一 个 比 L5.61) 更 一 般 的 条 件 由 
[GT2] 给 出 ， 定 理 15.10 的 第 二 个 结论 可 用 定理 15.8 从 定理 
13.14 推出 的 同样 方法 从 第 一 个 结论 推出 。 注意 ， 如 果 我 们 只 要 
RK uc NC), BA, Me H 仅 需 满足 se=0 的 条 件 
《15 .60) . 

当 函 数 豆 在 2 中 是 常数 时 ， 定 理 15.10 中 的 条 件 (15.60) 就 
是 多 余 的 了 .为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 假设 (15.58) 成 立 , 并 设 CQ 为 
2 的 一 个 子 集 ， 它 是 由 2 中 在 92 上 有 唯一 最 近 点 的 点 组 成 ， 然 
后 , 检查 附录 中 的 引 理 1 和 2 的 证 明 可 得 ; 在 OQ, 中 


Ad<—n|H|, 
其 中 d (a) =dist(#, 22). ME, 对 于 wE0°(0) NCQ), ER, 
令 


v(a) =sup|u| +E a-e), 
Hp O=diamQ, w=1+n|H|, ATIE 
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wea LT cere te aap PRG 一 rr 


Mo 一 [一 有 十 A+ | Dol?) Adj exe 

< futna H| (14 | Dv?) Jete- 

<—n|H| G+] Dol’, 
By DPR aN o EDT HE 15 1) HEA Q 中 的 一 个 上 解 。 因此, AAA 
uE PRES. 1), 那么 由 比较 原理 (定理 9.2), w=u—v FED 
中 的 极 大 值 将 在 OQ 上 或 在 8 一 Qi PKB, WE yE- pé 
— A, 7 是 y 到 69 的 直线 段 , 上 且 垂 直 于 OQ, hwy 上 的 极 大 
值 在 y 点 达到 ,那么 必 有 Duly) 40, 并 且 % 在 ?的 极 大 值 也 在 该 
点 达 到 、， 这 表明 ww 不 可 能 在 2 一 2 ERIRE TERNA 
估计 


(15 .62) suplu| <sup|u] + (e° ~—1) /wp. 
综合 (15.62), 定理 15.9 以 及 推论 15.13, 我 们 就 得 到 平均 曲率 为 
党 数 的 方程 的 下 述 存 在 定理 . 


定理 185.11 设 人 2 是 民 中 的 一 个 0? 有 界 区 域 ， 则 Dirichlet 
问题 Yiu 二 n 开 (1 十 |Dw|)32， 在 2Q 上 w=-g 对 任何 pE0°(00) 
MAg H 可 解 当 且 仅 当 OQ 的 平均 曲率 卫 ' 在 OQ 上 处 处 满足 
H'>n|H|/ (n~t). 


15.44。 两 个 自 变量 的 方程 

这 一 章 至 此 已 讨论 过 规定 了 平均 曲率 的 方程 ， 特 别 是 极 小 曲 : 
面 方程 。 在 两 个 自 变 量 的 情形 , 我 们 将 考察 稍 较 一 般 的 方程 类 型 . 
我 们 将 研究 如 下 形式 的 方程 : | 
(15.63) Qu=a" (x, u, Du) Diu+b (æ, u, Du) =0, 
E o= (wm, wo) CO, O 是 Fe hA, a, b, 4, j=l, 2 是 
QOxRxR? 上 给 定 的 实 值 函 数 ， 并 且 对 于 所 有 的 @, 4 D EQ x 
Rx R? MMAR E= Cx, So) CF? 成 立 
(15.64) lE- P< eap EEr] E-i], 
此 外 ,对 所 有 (kz 2 7) E02xRxR?， 有 
(15 .65) [b æ, z, p)| <p I+ [p]. 
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其 中 7 入 是 两 个 回 定 的 常数 . | | 
注意 , 极 小 曲面 方程 Mu=0 能 写成 (15.63) 的 形式 ,这 时 
a! (wv, z, p) = 0 E 6 =0; 
在 这 种 情况 下 , (15.64) Al 5.65) SF y=1 和 k=0 成 立 ， 更 一 
般 地 ,作为 一 个 椭圆 参数 泛 函 (elliptic parametric functional) (W, 
附录 15.8) 的 非 参 数 Kuler 方程 而 产生 的 任 一 方程 也 是 (15.63), 
(15.64)，(15.65) 形 式 的 . 除了 这 些 例子 以 外 ， 我 们 把 (15.63)， 
(15.64), 15.650 类 型 的 方程 ， 称 之 为 平均 曲率 型 方程 , 这 是 自然 
的 也 是 有 趣 的 , 因为 它们 完全 可 以 用 下 面 的 方式 来 描述 . 
假设 是 C (2) 中 的 一 个 函数 ,其 图 象 为 
S={(r, 2 ER Iv EQ, z=u(v)}. 
Wm, 和 a 是 所 的 主 曲率 ( 见 附录 ) ,那么 当 且 仅 当 在 @ 的 每 一 点 上 
xi, xa 适合 方程 
(15.68)!’ dixi 十 0ax3 十 局 一 0 
时 才 存 在 实 值 函 数 a”，5 FES .63), (15.64), (15.65) 成 立 ， 
(15.63)! 中 的 ar, aa Fl BE 
(15.64)! 1<a<y, 4=1, 2, 
(15.65)’ 18| <p, 
为 了 说 明 这 种 表示 是 合理 的 , RME d 是 6 的 距离 函数 ， 其 
定义 如 下 :对 于 X=, 2) E00XR, > 
d(X) =dist x, ©) 若 2>u(s), 
d(X)=~—distLY, S) Fe<u(a), 
因为 4 AF OP CALMS), FH sE kide, u(a))=0, 于 是 根 
据 链 式 法 则 , 我们 有 等 式 
Diad (X) +Du(e) Dea (X) =0, 
(15.66)’ Dyd (X) + Deu (x) Dad (X) + Dy (aw) Dad (X) 
+ Du (x) Dua) Dasd (X) + Ded (X) Dyu(a) = 
0, % 3=1, 2, Hep X= (x, u@)). AW Ded XY) =v, v= 
J i+ | Dua) ]?, FH, (15.63) AWE 
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(15.67) > at! (a) Dy (X) +0b, (2) =0, 


其 中 6,《%) =b(2, w(x), Du(@)), 3x3 Be [os @)] 是 这 样 
定义 的 : 
a¥ (æ) =a" (œ, ue), Du(z)), 44, j=1, 2 时, 


ae (x) = as (œ) = po 人 Du(a)a¥ (2), =I, 


2, 


az’ (æ) = >, Dyu(a) Dy (a) a¥ (x), 
注意 , 最 后 这 些 关 系 式 等 价 于 
Sate) a’ (a)yp;=0, t=1, 2, 3, 


其 中 p= (— Du (æ), 1) (=Dd(X)) 是 名 的 单位 上 法 回 量 
(upward unit normal), 其 次 ， 我 们 设 a 是 把 坐标 系 变 成 X 处 
的 主 坐 标 系 的 等 距 变换 矩阵 ( 见 附录 )， 因 而 Dyd (x)]q 一 diag 
(x1, xa, O1, 这 里 xxz, xa HES HE X 处 的 主 曲率 . 由 此 (15.60) 可 
以 表示 成 45.63) ÆR, Heh a, a: 是 9'[ay ola 的 主 对 角 线 的 
头 两 个 元 素 , 8= 40.(o .由 (15.65) 可 以 看 出 (15.65) 是 对 的 ， 
为 检验 (15.64)', 我 们 首先 注意 


> all (æ) 55 一 È aif (x) (Eit EaDu (w) ) (Es +EsDeu(a)), 


EER’, 
然后 由 (15.64) 推 知 


[E [7< È, all (@) E Ey lE |7, 


E'=E—(v-£)v, v=v™(— Dulr), 1). 
从 这 里 很 容易 得 到 415.64) . 

为 了 证 明 相 反 的 蕴涵 关系 ， 我 们 假设 15.63)’, 15.64)! 和 
(15.65)' 在 X= (@, u@ ES 上 成 立 ， 设 [os (w)] =q diag [oz， 
oa Olg, q iE, Hk b.) =v. 从 而 445.67) 成 立 ， 又 因为 我 
们 还 有 关系 式 
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Srat (av =0, i=l, 2, 3, 
j=l 

应 用 415.66) , 便 产生 
È ad (£) Dyu +b, (2) =0, 


然后 我 们 对 于 % 9-1, 2 定义 
a (x), Æ z=u(s), p= Du(a), 


PP 
ee 其 他 ， 
b.(@), #2=-u@), p= Dul), 
0, 其 他 . 


b (2%, 2, p) -1 


这 样 一 来 , (15.63), (15.64), (15.65) 就 很 容易 检验 . 


这 里 给 出 的 (15.63)，(15.64)，(15.65) 形式 方程 的 讨论 在 很 
多 方面 与 第 11 章 中 对 两 个 自 变量 的 一 致 视 圈 型 方程 的 讨论 相 类 
似 ; 与 第 11 章 中 一 样 ,我 们 将 从 考察 拟 保 角 映射 开始 , 然而 在 这 里 
与 其 考虑 RR 中 曲面 闻 的 映射 倒 不 如 考虑 平面 中 的 映射 更 为 必要 . 
还 有 , 与 第 11 章 一 样 , 主要 结果 是 氢 保 角 映 射 的 Holder 估计 .这 
种 一 般 估计 的 一 个 特别 的 结果 是 (15.68)，(15.64)，(15.65 引 ) 解 % 
的 图 象 的 单位 法 向 的 Holder 估计 . 应 用 这 个 结果 便 可 得 到 u 的 
图 象 的 主 曲率 和 忌 的 梯度 的 先 验 估计 . (15.63), (15.64), (15.65) 
形式 方程 理论 的 最 引 人 注 目的 结果 之 一 就 是 Bernstein 的 经 典 的 
定理 的 如 下 推广 : 

定理 15.12 设 wEC2(R2) 在 整个 Ra 上 满足 方程 (45.63), H 
5 二 0， 并 设 在 2=R 上 (15.64) 成 立 ， 那 么 双 是 一 个 线性 函数 . 

我 们 在 下 面 将 会 看 到 ， 这 个 定理 也 是 的 图 象 的 单位 法 向 的 
Holder 估计 的 一 个 推论 ， 


15.5, Wt Aa oT 

在 这 节 中 , 我们 将 研究 C? 超 曲面 S, TCR? ZAR. R 
定 曲面 SMI eyes, 即 假定 存在 单位 法 向 量 v, jk， 它们 分 别 
在 整个 SC, 完 上 定义 且 连 续 、 为 了 在 下 节 中 应 用 , Wi SATE 
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用 形 如 (15.2)，(15.3) 的 表示 式 给 定 的 图 象 . 

R 的 点 表示 为 全 = (m, 2a, t). Y= (41, Yo, Y) 总 表示 S 
的 一 个 固定 点 ,对 于 p>0,+S,7)=SNB,Y). 已 表示 这 样 一 
个 固定 的 正常 数 ， 使 得 Srl 了 ) CCCS， 我 们 常用 5。 作为 S, Y) 
的 缩写 . 

我 们 将 需要 Stokes 定理 的 经 典 形 式 : WME v= (w, v vs) 是 
定义 在 所 的 一 个 邻 域 中 的 一 个 C* RRR, FFE GCS 使 得 
29 是 由 简单 闭 C* 曲线 的 一 个 有 限 并 集 组 成 , 则 


(15.68) f v-ourl va4= | v-DxvdA-=Í vdm=| t-vds, 
3 $ ag oF 


这 里 4 表示 G6 上 的 曲面 面积 , 9 乡 是 适当 定向 的 ，s 表示 OS EA 
Mk, Miho 的 单位 切 向 量 . 在 这 节 中 我 们 仍 遵循 约定 重复 
指标 列 肖 从 工 到 3 求 和 .如 果 在 15.68) 中 取 了 一 Do9， 这 里 户 g 
分 别 是 定义 在 人 的 一 个 邻 域 中 的 0° 和 OC? 函数 ， 那 么 ， 由 于 算 子 
恒等式 Dx D=0, 我 们 从 (15.68) 得 到 


| .Drxpoa4=-| fag=| fo 


xe, Sat Dg 是 9 tt 方向 的 方向 导数 ， 因 为 这 里 出 现 的 仅 
MES g 的 一 阶 导 数 ， 所 以 容易 看 出 ， AF Mg RA O 函数， 
上 面 的 恒等式 成 立 . 注意 , 由 于 对 a, OCR 有 向量 恒等式 cxXg 一 
0, a-axb=0, MES LF 
v. Df x Dg =v- df x 3g, 

这 里 , $ 是 用 (15.4 定 义 的 信 上 的 切 向 梯度 算 子 .因此 对 上 的 
任意 Cr 函数 刀 9， 我 们 有 恒等式 
(15 .69) f» .3f xògdA= f fag= | f 49. ds. 

关于 立 我 们 的 基本 假设 是 : 存在 一 ummm w= (w, Wa, Ws), 
CE? 的 某 个 邻 域 中 是 CA, HEETE 
(15 .70) sup} w| tsupi Do | <o, nDXw=1, 
这 里 Lo 是 一 个 常数 ， 在 于 集 乡 Cc 完 上 应 用 Stokes 公式 (15.68) 、 


. 356 - 


iv 


(用 代替 > 和 用 ow REV), BARNA 
(15.71) AG) -| wr dite, 


即 子 集 ICT HMR Rie OS 上 的 一 个 边界 积分 . 

这 里 一 个 特别 有 趣 的 例子 是 当 立 是 单位 球面 的 上 半球 面 { 芭 
= (1, ®2, %)||X|=1, zs>0} 的 情况 .这 时 ， 取 (了 了) =X, R 
们 有 (15.70), 其 中 

w(X) = (—-a@e/A+243), ti/ +72), 0). 
值得 指出 的 是 (虽然 在 这 里 不 需要 它 ), MRL AR 中 的 一 个 任意 
的 , 连通 的 ， IRR C? 曲面 ,如果 RCRA ARES HAR, H 
如 果 取 
T=8Q-R, 

则 总 存在 一 个 满足 (15.70) 的 向 量 场 w。 这 个 论断 的 一 个 证 明 包 
含 微 分 形式 和 和 de Rham 上 同 伦 群 理论 的 一 个 简单 应 用 ; 读者 可 参 
考 [SI6] 中 的 讨论 . 

现在 考察 映射 

P= (91, Po, P3) :5—> F, 

在 如 下 意义 下 它 是 OH., Bho (作为 从 S 到 民 的 一 个 映射 ) 有 
到 的 某 邻 域 由 去 的 一 个 C 延 拓 多， 我 们 想 要 引进 p 的 拟 保 角 
性 概念 , 但 是 要 作 到 这 一 点 , BREN PH AER D i RiP 
sw AF J). BUA 
(15.72) J (p) =v -8 (wp) X (Oy) 
ES LEM ICO). ve) 的 这 个 定义 容易 这 样 诱 导出 来 : 令 是 
S 的 这 样 一 个 区 域 , 使 得 OC 是 一 个 简单 的 光滑 曲线 , 并 假定 9 是 
在 区 的 某 开 子 集 ERTES oE) 中 具有 Ct 道 的 一 对 一 映 
射 ， 假 设 曲 线 28 和 pE ) 是 适当 定向 的 , 我们 可 应 用 (15 .69) 和 和 
(15.71) 给 出 


A@E)) =|. p da= E| oopap 
28) af 
= +{ v- (Swop) x (Öp) aA, 
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此 处 “十 ”号 或 “一 ”号 按 g 在 8 上 是 保持 方向 还 是 反 向 而 定 ， 这 
个 恒等式 显然 诱导 出 定义 (15.72)， 

关于 (9) 的 一 个 重要 事实 (在 直观 上 是 明显 的 ) 是 , 在 下 述 意 
义 下 它 是 坐标 独立 的 : 如 果 P, Q 是 R 中 的 线性 等 距 ， 

det P=detQ=1, 

Hee M 

S=-{P(X—Y)|XES}, T= {Rep |X EL}, 

b= PovoP-, fi=QopoQt, D=QoweQ-!, G=QopoP, 
则 
(15.78) v. wrp) x Op) F) 一 也 Eorp) x GG) O). 
这 里 和 表示 人 上 的 切 向 梯度 算 子 . 关系 式 (15.73) 是 容易 验 明 的 ， 
REDKE P, 用 正 交 和 矩阵 表示 , 然后 利用 线性 代数 的 两 个 基 
本 事实 , 即 如 果 A, BE 8x3 Æ, M det AB=detAdetB, tim 
RA BAZ a, b, c WidetA—a-bxc, 也 可 以 用 (15.70) 来 验 明 ， 
ET LR DxG=1, RR LRG P, Q, 使 得 

2 (0) =f (0) = (0, 0, 1), 
并 引进 新 的 坐标 
(É, C3) 一 《4 Ca, C3) =P(X-Y), 
WW S E O AY RE A Ra RI St 
fa=u(h, LEZ, 

这 里 ， 是 0ER? 的 一 个 邻 域 , 而 是 Du (0) = 0 的 一 个 C7 (D) 
函数 ， 于 是 ， 由 向 量 6,60), j=1, 2, 3 在 0 点 与 完 相 切 这 个 事 


实 , 我 们 还 有 
8593 (0) = (0, 0, 1) 8,$(0) =f (0) .8 市 (0) =0, j=1, 2, 3. 
即 我 们 有 8§5s (0) =0. 
因而 ， Er p: UR? 
是 由 下 式 定义 : 


则 在 下 述 意 义 下 ， 在 0 的 附近 中 逼近 $， 当 14 一 0 时 ， 
|S), 0) — HE, uH) =i, TEK, 


r> 


Ei 


e a 


EE PT RR il a akh A n a a: ayri -a arani -aa R i" 


此 外 , 利用 (15.73) AREL b= D-i O.D), RNALBH 
(15.74) J (p) (Y ) = Di (0) Daha (0) — Diya (0) Dayı (0); 
ED) J (P) YORE Y FEO 处 的 Jacobi 行列 式 .， 由 此 可 见 
(15.75) | Sp (Y) |2= [8H (0) 1?= | Dy (0) 12 

F (15.74), (15.75) , FA A A. 2) A A a Pe 
合理 的 . 也 就 是 , mae RX ES, FA 
(15.76) 1Sp (X) | <2KJ (p) (X) + K’, 
RR p ASA T 中 的 一 个 (K， 长 ')- 拟 保 角 上 映射。 这 里 ， 


K, K' AREAK >0), Hlõp(X) |=) òn) |?， 这 里 要 


i= 


着 重 指出 , 在 上 面 没有 假定 K 是 正 的 ( 见 (11.2)). be, 4 K'=0 
时 , RILA |K | 1, 除非 Op=9, 

在 开始 证 明 拟 保 角 映射 的 主要 H6lder 连续 性 结果 之 前 , 需要 
作 进 一 步 的 准备 ; 也 就 是 , 车 g 是 Sx 上 的 一 个 任意 C 函数 , 则 


(15.77) | gds=D,| . g\dr|dA 
2D p a 


对 几乎 所 有 的 pE (0, DRX, KBr 是 相对 于 了 WRB A 
数 , 定义 为 | 
r(X)=|X-Y|, XER, 
事实 上 , 公式 (15.77) 是 重要 的 上 面积 公式 (co-area formula) 
( 见 EFE]) 的 一 个 特殊 情况 .我 们 来 证 明 (15.77). 首先 要 指出 
(15.77) 的 左边 对 几乎 所 有 的 pE€ (0, BR) 有 意义 ,因为 根据 Sard E 
理 [SB], 对 几乎 所 有 的 PE (0, R), RINAS 


n(p) 
(15.78) 8S,—S,N{X ER®||X—-V | =p}= UL, 


这 里 ID 是 简单 闭 OF 曲线 ,而 mn(p) 是 一 个 正 整数 .实际 上 , Sard 
定理 保证 ， 对 几乎 所 有 的 pE (0, R), WIRE Or 在 不 是 OS, 的 
点 上 为 零 ， 它 的 几何 解释 是 曲面 S 和 球面 {TX ER || xX—-Y| =e} 
非 切 向 地 相交 , 这 就 说 明 为 什么 (15.78) 成 立 。 现在 取 某 个 固定 的 
pE (0, R), EBE OS, 上 dr 40, 并 令 e> 充分 小 ,保证 在 多 上 
Sr #0, 这 里 G=S,—S,-.. 现在 我 们 要 应 用 Stokes je Hi (15.68); 
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OF REER A i H d= x dr/|dr| (FE OS, 上) 和 t= 
—vxdr/|dr| (在 6S5,-。 上) 给 出 . SF RAW RAR vx dr/|sr| 
到 Rs 的 某 一 包含 OS 的 开 子 集 的 一 个 CO 延 拓 ， 则 在 (15.68) 中 取 


v= (r—p+e)gF, 
并 注意 在 S, Ev=0, ys 
Lag as=| 1r- pte ge tds 
Pe 
=|. _ = (r—p+e)v: (}DxE+DgxF)dA 


+ 二 |s 。 gp. Drx dA, 
因为 在 已, 一 号 ,-。 上 ,有 
vp: DrxF= (vxDr): @xdr/|dr!) 
= |wxdr|?/|dr| = |dr], 
于 是 有 ， 
z gas=|_ ~ ~(r—pte)v (gDxF+Dgx Fad 


eo 
又 因为 在 S.—-S,. 上 有 


0< 


FLD e>, RIRE (1.77), 

主要 Holder 估计 是 积分 兄 (o; Z) Kie, 其 中 

D(a Z) =f p apl?a4 

是 对 ZEG 及 p>0 定义 的 (参看 第 11 章 中 用 到 的 Dirichlet 积 
分 ). 

下 面 的 引 理 应 同 不 等 式 (11.8) 相 比较 ， 它 给 出 人 (BR/% 了 了) 的 
界 ， 在 引 理 的 陈述 中 及 往 后 ，4: 表示 这 样 的 常数 
(15.79) 4(Esnns(F)) <41 (38/4)? . 
在 是 一 个 具有 (K, 区)- 拟 保 角 Gauss 映射 的 图 象 的 情况 下 ， 
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—p+é 
TTeTE <1, 


ty 
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下 面 一 节 将 证 胃 可 以 求 得 4 的 界 , AK 和 天 如 表示. 

5138 15.138 假设 9 ÆA Saj TRAE, K)-MA fa o 
Eker, m 
(15.80) D(R/Z Y) <C, 
x, C=0 (lə K, K'R?, A. 

证 明 BrP, j=l, +, nl), WAE 5.78) Pe, HE 
ET? RATS, EEH 5.68) 而 适当 定向 的 . MAH J) 
的 定义 (15.72), 并 结合 (15.69), 就 得 到 恒等式 


nlp) 
(15.81) | J (ddA "Ss" D orp 2% ds 
So Ft pas ds 


对 几乎 所 有 的 PE (0, R) 成 立 ， 这 个 恒等式 在 下 面 给 出 DQ; Z) 
的 主 估计 的 定理 的 证 明 中 将 起 关键 作用 .眼下 , 我 们 结合 不 等 式 


|Z| < dp, i=1, 2, 8, 


只 要 用 Schwarz 不 等 式 , 则 对 几乎 所 有 的 pE (0, R, 从 (15.81)， 
(15.70) 及 (15.77) 导出 不 等 式 : 


7Da4|< Gaplol)| lo9las 


4/2 1/2 
calf, Ila (sa 
25o 


= iù D fa lôr] |dg|2dA)- (Dol. larla4) . 
因而 ， 由 于 js 入 12z| =1， 故 对 儿 乎 所 有 的 PE O, 3R/4), 从 
(15.76) 得 到 

D) <2Ao| K | G OOD +AKR'R, 
这 里 用 DOMAR? OY), H 
f(e) =A/G,Y)). 

注意 ， 由 于 7(o) 和 包 (p) 关 于 0 BERN, PAS OAD Oe 
几乎 所 有 的 PE O, MFE. 在 上 述 不 等 式 两 边 同时 平方 就 得 到 

D? (p) <8 (AK)? F e) D (p) +2 (K'41R3 >. 
现 若 设 g) = 了 f(p) 二 pRBR 《因此 9 O) >R), 


y2 
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Mik E(p) =D (P) +p/k, 
那么 , 为 了 证 明 先 前 的 不 等 式 蕴涵 一 个 形 如 
G2(p) < Oy' (p) E (o) 
的 不 等 式 对 几乎 所 有 的 PE CR/4, B/2) 成 立 ( 其 中 C=C do K, 
K'RY, 小)) 就 是 一 件 相当 简单 的 事情 ， 这 又 可 写作 
d 1 1 
05-8) ple)? oe 
利用 Holder 不 等 式 及 9 的 单调 性 , 我 们 有 


(E) -ds 4) <an 1%) San BG) 


_ is dp 
<(9BR/4) —9(R/D)| TE 
、 3R/4 2p (R/4)? (R/4)? 
die J ns J) JORI IBID g BB/D" 


因此 在 (BR/2, 3R/4) 上 积分 (15.82) ， 并 利用 最 后 这 个 不 等 式 ， 就 
得 到 

LT 1T B/D) 

€(R/2) FORA ” Cg(3R/4) ’ 
所 以 € (BR/2) <5 sw LA (sra (Y) +R]. 


利用 (15.79) BEIR TIAE AEE C180), ] 
PHN CHAS T D0; 2) 的 主 估计 . 在 定理 的 陈述 及 其 后 ， 
Ag 表示 满足 下 式 的 常数 : 


(15.83) f H? dA< da, 
Gan (¥Y) 


XE, H= (xa 十 xa)/2 是 全 的 平均 曲率 . 

定理 15.14 假设 pg 是 从 马 到 议 中 的 一 个 (KK， 区 ')- 拟 保 角 
C 映射 。 则 对 所 有 的 ESSpjs( 了 ) 及 所 有 的 pE (0, R/4), 有 
(15.84) D (pe; Z) <O (p/B)®, 
XE, C Ala 是 仅 依 赖 于 Ao, K, K'R?, Ay 和 A, 的 正常 数 . 

证 明 在 证 明 中 ,我 们 设 S,-S,(Z), Dp) =D; Z), 这 里 
ZEDr/al\ 了 ), 且 用 7 表示 径 向 距离 函数 , 定义 为 
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- 
7 


F 


r(X)=|xX—-Z], XER, 
我 们 取 pE (0, BR/ 人 使 得 57 OS, ERAAS, AMAR 
(15.77) 和 (15.78) 成 立 ， 因 为 曲线 人 2 是 闭 的 ,我 们 有 


ada; H 7a 
| 1% ds 一 0 (TW IT), 


因此 , 如 果 设 X 表示 Z 2 ee OF MK s=0), W 15.81) 
右 端的 积分 可 配 成 


J o Orp- apx) SPE as 
At (15.81) 给 出 


IS J@)aAl<' <% $ {sup | wom —wop(X,) | i= |d? 
dop dp 


nce) 

~ = i ro ds as | ID Qs ds} 
nco) 

< af aoselas | [5p |ds} 
j=1 ra pr» 


rP) 2 
<sup|De| S | 5 las} 
~ j=1 


2 | |Sp}ds) = = Ad} |dp|ds) 


( 
(pa 人 ar 


= Ao Daf [dp |Fad)/ Df 5rl2d4)， 由 (15.77) 

<0OAooD'(p)， 由 (15.36) 
这 里 C=0CC41,，As)， 因此 ,根据 (16.76) 我 们 有 

D(p)<C| K | Apd (p) +O'K'p? 
对 几乎 所 有 的 pE (0, R/4) Mor, 由 于 (15.34) ， 这 里 C’=C" (4, 
Ao), MEEX G =D(e) 十 (p/BR)”， 于 是 不 难看 出 ， 上 面 的 不 
等 式 冀 涵 着 如 下 不 等 式 : 
Gp) <CpB'(p), 


ay 
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这 里 C=C(A, K, K'R’, A, A»). 最 后 这 个 不 等 式 可 写作 


d 
-一 一 = at 
5 lon 6 (0) = (Ce), 


ABA Ge) KF p 是 增加 的 ,进行 积分 可 得 
log (© (p) /G (R/4)) <C~™ log (4p/ R), p<R/4, 
于 是 G (pe) <4°G (B/4) Q/R)", p<R/4, 
wHa=C, AA Sra) CSra Y), RIEA 
© (R/4) <D(R/2; Y) +1/6, 

本 此 由 (5.80) 就 得 到 我 们 所 要 的 估计 . I 

利用 推广 了 的 Morrey t GIE 15.4), RERNA WRK 
地 从 定理 15.4 eT CK, 到 和- 拟 保 角 映射 的 Holder fair. 
O ERII 假设 p 是 从 名 到 完 中 的 一 个 (K， KK)- 拟 保 负 

O07 映射。 则 

(15.85) sup [p(X)—@()|<O(p/B)*, pE (0, RIN, 


xeS*y) 
XE OC Ma RMT Ao, K, K'R?, Ay, Aa HERR, SLM) 
ESEE Y 的 分 量 . 

证 明 S Zj Sra Y) 的 任意 一 点 。 依 Holder SRR 
Hy 15.84) 和 45.34) ,我 们 有 


| g Pitas (CO') pp/ BR), 
PE (0, R/4), 4 一 工 ， 2, 3, 
这 里 ， C FH a an fal Ze (15.84) 中 一 样 ， 而 C'=0"' (Ay, As), 因此 ， 取 
K = (C0")*?, B=a/2, S| 15.4 的 假设 满足 ， 定 理 得 证 . I 


15.6. RHR f Gauss 映射 的 图 象 
在 这 节 中 ，S RR OOO 函数 MAB, DERISTE, z 
=—u(e)}, Yy 表示 QO 的 一 个 固定 点 ,并 假定 OAM 
BY) = {EF | |e—y| <B}, 
了 表示 全 的 点 (WY Ys) =u), 如同 在 15.4 节 中 一 样 ,2 表示 
在 x 民 上 由 
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vle, 2)=v(2)=(—24@), L), 9 VID, 


sE, ZER 
se MAY IB] LERE RL, S 的 Gauss 映射 GE S 映 到 上 半球 面 
X= {X = (t1, Ze, 23) CR®| |X| =1, zs>0}, 
G 的 定义 为 : 在 每 一 点 (z，za) ES, 
(15 .86) G (a, v3) =v (a, £3). 
其 他 记号 和 术语 同 15.4 和 15.5 节 . 
首先 要 明显 地 得 到 gg=G 时 的 量 |6g9p|? MI). 如 果 象 15.5 
节 那 样 建立 新 坐标 , 那 末 这 是 相当 直截了当 的 ， 在 这 种 情况 下 , 函 
数 风 定义 为 | 
(2) =— + DEO |)? DUO, LEY, 
从 而 由 (人 15.74) 和 (15.75) 得 到 . 
J CG) (Y ) = Dyu (0) Dau (0) -> (Ds (0))?, 
ISG |? (Y) = (Dai (0)? +2 (Di (0))?+ (Daat (0), 
然而 根据 附录 我 们 有 | 
J (G) (Y) =x, 
(15.87) (3G Y) =+, 
这 里 mm, ‰ 是 名 在 处 的 主 曲率 .在 (15.87) 中 出 现 的 乘积 wx 
称 为 S 的 Gauss 曲率 ; 它 在 曲面 论 研 究 中 是 极端 重要 的 几何 不 变 
量 . 
利用 恒等式 (15.87)， 并 回想 到 定义 (15.76)， 就 看 出 ，G 是 
(K, 区 ')- 拟 保 角 的 当 且 仅 当 在 S 的 每 一 点 上 ， 主 曲率 xs x 满 
E 
(15.88) w HSK m+ K', 
这 样 我 们 就 看 出 ， 为 什么 拟 保 角 映射 的 研究 是 与 平均 曲率 型 方程 
的 研究 有 关 的 ; 因为 把 (15.63)' 平方 就 得 到 等 式 
a it x3 = 一 2X1Xg 十 £ 


即 是 说 ， 由 于 (15.64' 和 (15.65)', A114847 (15.63), (15.64), 
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(15.65) #5 — AAF u bh BHO Gauss RH e—P CK, K')-WRA 
映射 , 其 中 
(15 .89) 下 一 一 K'=yp', 
六 而， 在 这 节 中 关于 具有 拟 保 角 Gauss 映射 的 图 象 所 建立 的 结果 
可 以 全 部 应 用 于 (15.63), (15.64), (15.65) 的 解 的 图 象 上 去 . 

我 们 最 终 希 望 把 定理 16.15 应 用 到 Gauss 映射 GG 上, 但 首先 
必须 讨论 常数 Ao, A 和 A: 的 合适 选择 . 在 15.5 节 中 我 们 已 经 
看 到 , 可 取 


_{_ do wi 
w(X) -( Lita,’ Ira’ 0). 
于 是 容易 验 明 常数 do 的 合适 选择 是 4o=4. 其 次 根据 引 理 15.13 


FA (15.87) RIVE BS, 4G EK, K)-WRAW, WA 
° | (x8 +-x2)dA<O, 
San CY) 
这 里 C=C(K, K'R’, Ax), 这 样 ， 因为 
at> i+) = 2H, 


我 们 可 取 d= 号，C 同上 ， 下面 的 引 理 表明 我 们 可 选 4 使 之 仅 


BF K 和 五 已. 

5116.16 设 G 是 (KK,K')- 拟 保 角 的 .。 则 
(15.90) | 全 oa (2Z) | <Cp? 
对 每 个 满足 SZC) 的 GEG 及 p>0 成 立 其 中 C= 
CK, K'R’. 

证 明 我 们 证 明 的 出 发 点 是 恒等式 (15.44). 借助 公式 
(A15), 对 所 有 的 mE O03( 人 7 它 可 写成 形式 


| G+ yde+ f ,DwiDe — 2v,D Hn) ds =0, 


XE, Wee Q, RINE H (@) =H (e, u(@)), x(a) =u, u(@)). 
WAR n €Co(Q), MBS, 就 得 到 


| (tHE 4H) n de 一 f (wwr Dan- 4Hv; Dm) da, 
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因此 , 24 H = (gt me) /2 BY, MP PAT AY 9 ECG (OQ) 有 
一 ?| HIX27 dæ = | (rep Dian —2 CA 十 xa) vi Dm) az, 
FA on? (RE n, tk 15.88) RMA | 
| d+ ad) de< |K || Dl +2] e142] | Dl) de 


十 | nde. 
， 因为 我 们 可 写 
i AK (x1 +x | Dn| << (mi +43) 7 + (4K Dn)’, 
而 这 就 给 出 


+I, (x5 +203) 77? do<| {C(|Dn|*+|D*nl) +K'n"}dz, 
这 里 C=C(K), MES p>OMZ=(2, u@Z), HBB@ca, 
并 选择 yn, 使 得 在 QO 中 有 Sn, UE 
_ | 1, 在 B,/2 (2) E, 
”lo, # 2-B,@) E, 
|Dn|<e/p, |D?n| <e/p?, 
这 里 c 是 绝对 常数 .， 〈 显 然 ， 这样 的 函数 7 是 存在 的 .) 那 么 ， 因 为 
K'<K'R?/p?, 即 得 
(15.91) | (d+) ot de<o, 
这 里 C=C( 开 ,天 有， 因此 , 利用 Holder 不 等 式 就 有 
|, |Hn|de<({_ (Hn)*de) |B, (z) |*/2< (Cx) p. 


~ 现在 从 (15.53) 就 得 到 引 理 . ] 
如 果 @ 是 (区 ,天 ')- 拟 保 角 的 , 则 从 引 理 15.16, 定理 15.15, 
以 及 我 们 先前 选 定 的 Ao As, 可 以 导出 
(15.92) sup |y(X)—v(V%)|<C(e/R)%, pEO, B). 


xXESKY) 
这 里 C fla 是 仅 依 赖 于 ，K'R KERR. 值得 指出 的 是 ， 我 
们 与 其 对 所 有 PE (0, RB) RHE, 5.92), 还 不 如 象 定理 15.15 中 
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hd 


一 样 对 pE (0, B/4) 来 推断 (15.92). 我 们 之 所 以 能 作 到 这 点 是 
因为 |»v| =1( 这 意味 着 形 如 (15.92) 的 不 等 式 对 于 pE (BR/4, RR 
立 是 平凡 的 ) . 
估计 式 (15.92) 可 用 来 求 得 © SESE TT GRIESE. 我 
iid (15.92) 导出 关于 S 的 局 部 非 参 数 表 示 式 的 某 些 事 实 。 令 
是 RE 的 一 个 线性 等 距 , 使 得 
2 (0) = Pv (y, ya) = (0, 0, 1), 
并 令 S={(, C3) E 民 | (C, Ca) = P@-y, %—Ys), 
(Œ, Ws) © Ser (Y)}, 
这 里 9E€ (0, 1)， 因 为 @ 是 一 个 0 曲面 ,我们 当然 知道 ,对 充分 
小 的 O, 存在 OER? 的 一 个 邻 域 多 ， 及 一 个 Ca(G) HH G, DAO) 
=0, H. 
(15.98) G=uMmBR={C, 5s) ER ICEY, th=}. 
此 外 , 记 BCC) = A+ | Du) -2 一 Due), 1), EEX, 
Hk (15.92) RANA 
BO —¥ 0) |<06*, CEY, 
这 里 C, a |nj (15.92) 中 一 样 ， 因 此 
A+ | Du ©) |) Du (©) PHA] Du HD- 
< (009, EEZ, 


这 就 蕴涵 

(15.94) DEO | < E- (009e <i, 
只 要 其 中 心 使 得 

(15.95) cb 一 


由 于 (5.94) ， 我 们 可 以 断定 上 述 类 型 的 表示 式 对 任何 满足 
《15.95) 的 0 RY. 这 可 从 如 下 事实 推 得 : 如 果 bOE (0, 1) 使 得 
(15.93), (5.9) R, 则 利用 S 的 光滑 性 以 及 (15.94), 我 们 可 
MZE i, 使 得 一 个 形 如 (15.93) 的 表示 式 成 立 , 其 中 用 Shes) 
(s>0) 代替 Sr). 为 了 后 面 参阅 ， 我 们 还 要 指出 (16.94) ai 


a) S68 >» 


pe SPST arc cP RE r e SS .po .ee = APES SP: SS: PAM ~ Sa 


We 
(15 .96) Borie (0) cc M, 
现在 我 们 可 以 证 明 下 面 引 理 所 给 出 的 非 平 几 连通 性 . 

5138 15.17 设 G 是 (KK,K)- 拟 保 角 的 、 则 存在 一 个 仅 依 
RAT K, K'E 的 常数 OC (0, 1), HS, WET p<Gh EB 

证 明 在 证 明 中 ， 我 们 将 设 C1, Co, e RARMKM TK, 
K'R 的 常数 .对 o>>0, Be BRIM LX ER | |X-Y|<o}. 设 
6 (0, 1) 35H (15.95), p=OR/2, BE (0, =): 定义 Ge 是 Spa (了 
的 那样 一 些 ( 连 通 ) 成 分 的 集合 ， 这 些 成 分 与 球 Be, 相交 .对 每 一 
儿 EGo, 可 以 找 出 ZE 多 门 B,js, 使 得 

gce (zZ), 

Rik, SIRT PA Z REY, H RZ2RE R, 我 们 就 
看 出 : 乡 可 以 表 成 (16.93), 15.94) 的 形式 . ARTE GE Gs 
的 这 种 非 参 数 表 示 ， 并 利用 © 中 没有 两 个 元 素 可 以 相交 这 个 事 
实 ， 可 见 所 有 成 分 乡 E 名 的 并 集 被 包含 在 两 张 平 行 平面 v T 之 
闻 的 一 个 有 界 区 域 中 , 其 中 
(15.97) dis (m1, ma SO (8+0 p, 
XE a |B] (15.92) 中 一 样 

我 们 现在 的 目的 是 证 明 ， 对 于 适当 选取 的 仅 依赖 于 玉 和 
K'R hy BMO, £ Bs 中 仅 存 在 一 个 元 素 (就 是 SY). X 
E, 假设 存在 两 个 不 同 的 元 素 A, FE Gs. 显然 可 以 选择 G, GF, 
使 它们 在 下 述 意义 下 是 相 邻 的 : HEA, Ge ROB, 所 包围 的 体积 
六 中 不 包含 其 他 的 元 素 IEG. Alt NB, 或 者 由 图 象 S 上 
方 的 全 部 点 组 成 , 或 者 由 图 象 下 方 的 全 部 氮 组 成 ; 于 是 明显 的 是 : 
WERE Z 上 的 单位 法 回 > 指向 Y BSP CAR), WE S EE 
是 指向 Y 的 外 部 (内 部 )， 此 外 , 根据 45.97) 我 们 有 
的 体积 = |%|<02(B+0% ps 
(¥ NaBH ER =A N aB, <Cs(B+9% p?, 
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(15.98) 


TER BE Bi 


于 是 , 上 的 散 度 定理 的 一 个 应 用 给 出 
| yev dA +, v-v dA=+ i _ divede dr, -| 7 aah, 
XE nÆ OB, 的 单位 外 法 向 ， 依 (5.11) F (15.98), 这 给 出 
AGD + A(Gs) <2| |H (x) | da dzs+ 0s (B+ 6) p, 
ik (15.98) m (15.91), 还 有 
| |H (@) |dr dws< (| H? (a) dx dzo) Lane 


<S (= ET? (x) da das) {02(B+0°) p} /2 


< (Osp) {OB+O) pp} 
<V O40: (8+0) p. 

因此 ,各 B 十 ?<1, 我 们 就 有 
(15.99) ACD + A(F) <OsV B+ 6 p?, 

另 一 方面 , 利用 与 (15.93), (15.94) 中 同样 的 一 个 非 参 数 麦 示 
式 , 就 推断 出 
(15 .100) ACF) Oep? 
对 每 一 个 GEG, MW; 这 里 Ce>0 是 一 个 绝对 常数 . (AA S242) 
CY, 我 们 可 从 (15.94) 导出 (15.100) 对 (例如 )Ce 一 mw/64 Maz. ) 
如 果 选 择 8，9 充分 小 (但 仅 依 赖 于 KM KR’), BASH 
(15.99) 和 (15.100) 显然 是 矛盾 的 。 于 是 对 于 A, 9 的 这 种 选择 ， 
有 

Geo (Y) =6 f Be =S, Y) N Be, =S Y) N Bap. 

然而 利用 E%2( 了 ) 的 形 如 (15.93), 05.94) 的 一 个 表示 式 , Sen) 
VB, 显然 是 连通 的 . TE, Se) =Ssr O) 是 连通 的 . 由 于 
B, 9 IRETE, K'E, 就 得 到 引 理 .] 

由 于 上 面 的 连通 性 结果 ， 当 PSOR 时 在 (15.92) 中 我 们 可 以 
用 全,( 了 ) 代替 Gs (7)， 可 是 ,因为 |v1 一 1, 形 如 (15.92) 的 不 等 式 
对 p>OR 是 平凡 的 .因此 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 15.18 假设 G 是 (K,， 尺 ')- 拟 保 角 的 . 则 
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(15.101) pup, [2 X) -r O) | <0 W/R)’, pE (0, 5), 


其 中 ，O 和 wa A MKMT K, K'E WEMA. 

附注 © 估计 式 (15.101) 蕴涵 着 
(15.102) |v(X) —v(X) | <270(| X-—X|/R)* 
对 所 有 的 X, XKESanV) ML. 这 可 通过 在 (15.101) HA X 代 
SY 和 用 已 /2 代替 五 看 出 . 

Gi) 如 果 K'=0, Q=R’, 则 可 在 (15.101) 中 令 Roo, 从 而 
RHE S LA vr X)=9VY) ay. HEU, 我 们 有 下 面 的 推论 . 

推论 15.19 Ei GE (E, O)-WRAN, HQ=R*, Wu 
是 一 个 线性 函数 . 

注意 推论 15.19 可 以 在 (5.84) 中 令 R> 而 直接 导出 ， 而 
无 需 首先 证 明 (15.101), BHR (15.92) ， 可 是 我 们 仍然 需要 引 理 
15.16, 为 的 是 证 明 A, 可 以 选择 得 仅 依赖 于 五 . 


35.7。 对 平均 曲率 型 方程 的 应 用 

XE S F576 (15.63), (15.64), (15.65) WIR u WEAR. HÈ 
术语 与 5.4~15.6 中 一 样 . 

我 们 首先 指出 ， 因 为 Gaus 映射 G Ashe K, K)-WR 
角 的 , 其 中 K, K' 与 (15.89) 中 一 样 ,我 们 从 上 面 的 推论 15.19 可 
直接 导出 定理 15.12, 

其 次 ， 我 们 希望 证 明 ， 若 对 系数 o”, 5 加 上 适当 的 Holder 条 
件 ， 定 理 15.18 蕴涵 6 的 主 曲率 x, x 的 一 个 界 ， 为 使 这 种 条 件 
便于 描述 , 我 们 首先 定义 


2 
a“ (a, Z, p) =q" (x, ay p) = pa pa” (2, a, p) ， v= 1, 2, 


2 
aè? (a, z, p) = 2, ppa” (a, z, p, (@, % pEAXRXR?, 


MEER LIP EAA 8x 3 E 15.4 ATT). 
对 所 有 的 (%, z, p EQxRxR", EX 
ad (X. v) =a" (x, z, p), i, g=1, 2, 3, 
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b,(X, v) = (1+ |p] , z, p), 
FA, K a”, b H X=, 2) EQXR 及 v= (1+ |p|) p, 1) 
来 表示 也 是 方便 的 . 注意 到 这 些 定义 在 集合 (Q xR) x 化 ER3||L| 
=1, Ls 之 0} 上 给 出 at, 2,。( 当 方程 (15.63) 作为 椭圆 参数 变 分 问 
题 的 非 参 数 Euler JERK, RERE 15.8 中 证 明 函 数 a， 
b, 的 出 现 是 相当 自然 的 ，) 我 们 现在 假定 函数 a, b, 对 所 有 X, 
XEQxR EFA v, HE{CER®||C|=1, Ls>>0} 满足 Holder 条 
件 : 
ja (X, v) -a¥ (X, )¥|<pi{(| X—X|/R)* 

+ |yp—p|*}, 
[b (X, v) —8,CX, P) | <po{(| X—X|/R)* 
+ |v—p]*}, 


(15.103) 


这 里 u, pz 及 BE (0, 1) 是 常数 . 
定理 15.20 假设 (5.63)，(15.64)，(15.65) 及 (5.103) 成 
立 。 那 么 如 果 xa xs 是 名 在 了 处 的 主 曲率 , 我 们 就 有 
(15 .104) a+ <C/R?, 
其 中 O =0 (y, uR, Ui, bolt, 8). | 
证 明 选择 6 充分 小 以 保证 Son (VY) 是 连通 的 ( 引 理 15.17), 
且 当 (15.95) (因此 也 有 (5.94)) 成 立时 ， 可 以 表 成 45.93) 的 形 
式 ， 把 15.4 节 中 的 讨论 同时 应 用 于 和 (15.93) 的 变换 曲面 等， 
WWE TE NH 上 满足 方程 | 


(15.105) ai (O Dow tb =0, 
a Du? ~ a _ (Du-£)? 
这 里 |g E A A IDIF] 


对 所 有 《ER2 成 立 , 且 
|b] <pV 1+ |Dul?, 

因此 , 依 (15.94) ,对 所 有 的 《E 五 = Bore O RNA 

|E[2?/2<a4 (C) EE < |E|?, 

bO | <2y, | | p 

ALG (15.103), (15.102) 和 15.4 节 中 的 讨论 , 还 推出 我 们 可 以 假 
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(15.106) 


设 成 立 Holder 估计 

lao -a O | <0 —L1/BR)™, 
(15.107) č, CEB, 4, j=1, 2, 

O-O <edit, t, CEB, 
此 外 , 从 (15.94) & u(0) =0 的 事实 , BRA 
(15.108) sup| u| <R, 


于 是 , 利用 Schauder piki (EM 6.2), m (15.106), (15.107) 
和 (15.108) ,我们 推出 
[las SO {R+ uR +R uR} <CR, 
Et O=0 (y, wR, m, WR, B). AARNA 
$ | Dă 0) |<0/R, 

于 是 ,根据 (15.87) 就 得 到 定理 .了 

Holder 估计 (15.101) 也 可 用 来 求 得 (15.63), (15.64), 
(15.65) 的 解 “ 的 梯度 估计 下面 的 定理 处 理 齐 次 的 情形 , 其 系数 
上 不 加 光滑 性 或 连续 性 限制 . 

定理 15.21 假设 (15.63)，(15.64) 成 立 , 5 三 0, 并 假设 函数 
al (a, u, Du),4, j=1, 2, 在 2 上 可 测 ， 则 
(15.109) | Du (y) | <C exp (Cumr/R), 
其 中 ， mr~=sup(u—u(y)), O,=0;(y), Cr=Ca(y). 

证 明 ”正如 在 定理 15.20 中 一 样 ， 假 定 9 充分 小 ， 以 保证 
Sa (Y) EAMH, 并 保证 表示 式 (15.93)，(15.94) 成 立 ， 注 意 , A 
为 5 三 0, 我 们 可 选择 6 仅 依 赖 于 y. 在 这 里 还 可 假定 的 矩阵 
[pwl 选 得 使 pss 一 0， 因 此 有 
(15.110) (1+ | Du(w) |3- 

= (1+ | Du () |D (pa Di E) — ps). 
现在 (因为 b=0), 方程 (15.105) 可 写成 形式 : 
aDit + 2BD Dot =0, 

这 里 a= Qi1/ 222, B=G12/Gn2. 现在 用 peiDi9 去 乘 这 个 方程 的 两 
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端 , 这 里 PE Co Y), 并 在 多 EBS. FIA RAH 
| Dozu Dip dl = -f Da Dip dÉ = | Dou Dop df, 
Hid Us = p31 yu — P33, 
于 是 得 到 (aDiDip+28DsfDip+ Dap Dsp) dl =0. 
即 是 说 , 由 是 一 致 椭圆 型 方程 
Dı (aD 十 28Dab) + Dz (Dab) 一 0 
在 多 上 的 一 个 弱 解 . 此 外 , 依 (15.110) ,在 多 ERNE b> 0. A 


此 可 以 对 由 应 用 定理 8.20 中 的 Harnack 不 等 式 , 于 是 给 出 
(15.111) SUP. <C inf y, 


Bex) 


KB C=C(y). 然而 ， 由 于 (15.110) 及 (15.94)， 我 们 知道 在 K 
上 有 | 
(1+ | Du(@) DIKOA + | Dul) 37A, 
因而 在 Qx 民 上 定义 2 为 
vw, 分 一 (十 |Du(o |X, EQ, zER, 
我 们 从 (15.111) 就 导出 
sup v(X) <0 | inf U(X). 


X€ Sone 


HpO=Cly). WEY, 显然 可 见 ， 存在 一 个 仅 人 7 的 数 xE 
(0, =) 使 
(15.112) v(X1) <Cv(X2), 
HW E |X- Xe) 所 xB Ae, ce EBr 0) 的 无 论 怎样 的 X1= 
(a, u(a)) R X= CP, uR. 现在 设 
Bin (y) = {2 € B,x|u@) >uly)}, 

又 设 ¥i=(y®, uly), Ya= GY, uy) 使 得 y, yPE 
Biro), H 

| Duty) | = sup | Du|, | Du(y®) | = int | Du}, 


# SN (BRO) XR) PRAJ Xs, e, Xv, 使 得 
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|X 441 — Xıl <4R, a=1, mrs N-i, 
Ait X=Y, Xy=Vo, EA5111), 显然 蕴涵 


v (Y) <O*v(¥2); 
即 sup V 1+ | Dul? <O" inf VIF [Du], 
Brat) Byaly) 
然而 , 我 们 显然 可 选择 W, 以 使 


这 里 C0C(yY)，、 因 此 得 到 
sup V i+ |] Dul? <{C,exp(Comp/R)} inf V 1+ |Dul’, 


Boxy Berth) 


这 里 OSC, Co=Caly). 最 后 , 利用 事实 
inf |Du| <z mr/R, 


Bia(y) 


(见习 题 16. 外 就 得 到 定理 15.21. 1 

v 的 Holder 估计 也 可 用 到 非 齐 次 情况 中 去 导出 的 一 个 梯 
度 估 计 ， 然 而 在 这 种 情况 下 ， 对 上 面 引入 的 函数 a, b, 加 上 
Lipsch.iz 限制 是 必要 的 . 感 兴 趣 的 读者 可 查阅 [SI4j. 


O EREA :个 有 界 区 域 . eRe FRE LER I, 


(15.113) row -| G(a, Y, DiY, D,¥)de, 


Hh Y= (Vy, Ya, Y): DR EOR. Ae, X, p) 是 关于 
(x, X, p) ERXR x Re 的 一 个 给 定 的 连续 丽 数 ，( 当 然 在 这 里 
DY 一 (DVP; DY» Ds), 6=1, 2), MERRTE R 的 微分 同 
胚 保持 定向 的 情况 下 ，T 保持 不 变 的 可 能 性 ; 也 就 是 ,每 当中 是 一 
个 县 有 正 的 Jacobi 行列 式 的 从 R? 到 自身 上 的 微分 同 胚 的 时 候 ， 
我 们 应 有 7 
| at, TO, DIO, DIO 


=| Gt, Y(@), DiY (2), D2¥ (2))dz, 
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这 里 O'=$(Q), Y=Yow, AMA CM IMYB), p. 349) # 
BY, 对 所 有 这 样 的 微分 同 胚 出 及 区 域 2, 这 件 事 成 立 当 且 仅 当 存 在 
RxR? 上 的 一 个 实 值 栅 数 五 ， 使 得 
(145.114) Ga, X, p)=FCX, P), (æ, X, P) ER? XR? xR’, 
这 里 
P= (psPs— pape, PiPs—PsPs, P2Ps— PrPs) ， 

(15.115) F(X, Ag) =AF(X, 9), (X, Q ER® xR’, A>0, 
需要 特别 指出 , (15.114) 蕴涵 着 Aw, X, PARKET a 就 是 ， 
WF, X, p) ER? xR®xR, Gia, X, p) =G(0, X,p). 在 Pp 一 
(DiY, D:Y) (Y 是 从 8 到 Rs 中 的 一 个 CRED ALE, PA 

P= (DiYs* DoY 2— D1Y 2° DY 3, DY 1° DY s— DY 3° DY is 

DY 2° DY 1—- DY 1° D2Y 9), 
正如 大 家 所 知道 的 ， 在 了 是 一 对 一 的 , HAEA, Jacobi W 
(DY 4(z)] 的 秩 是 2 的 情况 下 , 这 个 恒等式 可 以 写成 
P=xy, 

这 里 > BRA S={Y w jxE€0Q} 的 单位 法 向 量 , 而 x 是 映射 
至 的 面积 伸缩 因子 .假定 我 们 用 单位 法 向 量 > 给 SER, Ez 
>0, 那 末 可 和 写 


1) = 人 F(X, »(X))d4(X); 


也 即 ， 我 们 可 完全 用 定向 曲面 @ 来 表示 工 (Y) ， 且 与 用 来 表示 S 
的 特殊 映射 Y 无 关 ， 通 过 这 样 的 讨论 使 我 们 要 去 研究 泛 函 J, È 
是 对 任何 在 Ra 中 有 有 限 面积 的 光滑 定向 曲面 S 定义 的 ， 


(15.116) J (©) = | F(Z, »(X))d A(X), 


VERABER: 4 YAM @ BR 中 的 一 个 一 对 一 Om 
射 ， 且 在 每 一 点 zcEQ,， 使 得 [Dj 了 7] 的 秩 为 2; m eS {Yw eE} 
时 ,就 有 TG) =I). 

如 果 五 满足 (5.115), 我 们 就 称 形 如 (15.116) 的 泛 函 为 参数 
D, CRJ AVA, mE FR x (Rs 一 {0}) 上 是 0? 的， 
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且 如 果 凸 性 条 件 
(15.117) Dia (X, DEEP la| lE], 
E=E- (E-i ht 
对 所 有 XER, gqER®—{O} RK ECR 成立 ， 由 齐 性 条 件 (15.115) 
RTAS, 除 一 个 纯 量 因子 外 ，(15.117) 是 矿 的 可 能 凸 性 条 件 中 
最 强 的 ， 
如 果 我 们 现在 研究 由 

S={(, uw)) ER | LEQ} 
给 出 的 一 个 非 参 数 曲面 名 ， 这 里 wEC2(2)， 取 > 是 单位 下 法 向 
(Du，- 世 /w 1+ |Du|’, WA, RNA 


J (©) =f FG, u@), Du@), —1)de, 


注意 , 我们 在 这 里 用 到 了 关系 式 d4= ~ 1+|Du|?dz. 右边 的 表 
达 式 可 看 作 一 个 对 任何 wEC2(9) 定义 的 非 参数 泛 函 。 关 于 这 个 
非 参 数 泛 函 的 Euler-Lagrange 方程 是 

Š D. [DaF (e, u, Du, —1)]—D;,F(a, u, Du, —1) =0, 


利用 链 式 法 则 和 章 性 条 件 \15.115)， 容 易 验 证 这 个 方程 可 写成 形 
式 

Qu=a" (a, u, Du) D,yut+b(@, u, Du) =0, 
这 里 ， 
(15.118) a(x, u, Du) =vDyqF (a, u, Du, —1), 4%, j=1, 2, 
(15.119) (a, u, Du) =0 3} Dax F (@, u, Du, —1), 


Hh, v=JS14+[Dul?, 利用 5.115), (15.117) 不 难 验 证 
(15.64), (15.65) 对 依赖 于 万 的 常数 7Y 和 凡是 成 立 的 . 也 就 是 说 ， 
关于 椭 轿 参数 汽 池 的 非 参 数 Euler-Lagrange F#AA—* FH) 曲 
率 型 的 方程 . 

最 后 , 我 们 要 指出 , 从 现在 的 角度 来 看 , 15.7 节 中 引入 的 函数 
a, b, 有 一 个 自然 的 解释 .事实 上 , 4 a”, b h (5.118), (15.119) 
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ad (X, v) =D, F(X, v), 4, 9=1, 4, 8, 


b,(X, v) =D) Dax F (X, v); 


lbih, Æ FEC? (R x (R? 一 {0})))， 则 对 于 用 F 确定 的 ha Me X 
说 , 条件 (15.103) 是 目 动 成 立 的 . 


评注 i 
关于 极 小 曲面 方程 的 梯度 内 售 计 (定理 15.5), 在 两 个 变量 的 
情形 是 由 Finn[EN2] 发 现 的 ， 而 一 般 情 况 是 由 Bombieri, De 
Giorgi 及 Miranda[BDM] 解 决 的 . 一 般 的 规定 了 平均 曲率 的 方程 
(15.1) 的 梯度 内 估计 是 由 Ladyzhenskaya 和 Ural’ tseva [LU6] 最 
先 建立 的 . [BDM] 和 [LU6] 这 两 篇 文章 的 方法 取决 于 Federer 和 
Fleming ( 见 [FE]) 的 等 周 不 等 式 和 所 得 的 一 个 Sobolev 不 等 式 
(W [MD1] F [LU6]). 我 们 对 定理 15.5 的 推导 ， 以 及 在 15.1 
有 关 的 预备 材料 ， 取 自 Michael # Simon 的 [MSI] ii Trudinger 
的 [TR 6, 8]. 使 用 类 似 于 经 典 位 势 理 论 的 方法 这 个 关键 想法 是 
受 Michael x} (MD1] 中 的 Sobolev 不 等 式 的 一 个 简化 (未 发 表 ) 以 
及 后 来 在 [MS 和 [TR 6, 8] 中 的 运用 所 启发 ， 分 部 积分 公式 ( 引 
理 15.1) 是 属于 Morrey (MY 3] 的 ， 平 均值 不 等 式 ( 引 理 15. DE 
属于 Michael 和 Simon [MSI] 的 ， 它 的 推广 ( 引 理 15.3) 本 质 上 
在 [TR 8] 中 给 出 的 ，Morrey 估计 对 超 曲 面 的 推广 ( 引 理 15.4) ft 
在 [SI 4] 中 给 出 的 .15.2 节 中 的 方法 (用 它 我 们 从 位 势 型 不 等 式 
( 引 理 15.3) 得 到 了 梯度 内 估计 )， 摘 引 自 [TR 6, 8). 

关于 光滑 边界 数据 情况 下 的 存在 定理 15.9 和 15. 直 是 Serrin 
[SE 4] 建立 的 .定理 15.10 本 质 上 出 自 Giaquinta [GI]. 注意 
15.3 节 的 结果 可 以 用 10.6 节 中 所 述 的 变 分 方法 得 到 ， 近 年 来 ， 
与 此 关联 的 变 分 问题 已 在 有 界 变 差 函 数 空间 中 加 以 研究 (例如 见 
[BG 2], [GE], [GI]，[MD58])， 规 定 了 平均 曲率 的 方程 的 进一步 
EE LTE), 
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在 15.4 节 中 平均 曲率 型 方程 的 论述 是 根据 [SI 4, 6]. 二 维 

平均 曲率 型 方程 的 开拓 性 工作 是 Finn (FN 1, 2 给 出 的 ， 他 处 理 
的 是 a” (a, z, p) =a" (p), b=0 的 情况 .Tinn 称 他 处 理 的 方程 是 
“ 极 小 曲面 型 方程 "， 且 对 系数 矩阵 提出 了 与 (5.64) 稍 许 不 同 ( 然 
而 是 等 价 ) 的 结构 条 件 . 第 一 个 梯度 估计 是 在 [FN 1, 2] 中 得 到 
的 ， 对 于 比 HEN 人 中 所 研究 的 方程 更 特殊 的 方程 (事实 上 ， 是 
一 个 形 如 (15 .63) 的 方程 ,5 夺 0, 而 a” mA 5.118) 中 一 样 , 是 
Mee PX, D=FO, Pp) 的 菜 个 了 给 出 的 ) 的 更 精细 的 结果 ( 包 
括 一 个 类 似 于 定理 15.21 的 不 等 式 ) 是 Jenkins 和 Serrin[JS 1] 得 
到 的 . 不 等 式 (15.112) 似 乎 是 新 的 ， 类 似 于 定理 15.20 中 的 一 个 
曲率 估计 最 初 是 由 Heinz [HE 1 对 极 小 曲面 方程 得 到 的 ， 尔 后 为 
E. Hopf [HO 4] Al R. Osserman [OR 1] 所 加 强 ，Jenkins[JBE| 及 
Jenkins-Serrin[JS 1 对 形 如 (5.638) 型 的 方程 (其 中 b=0, M a” 
有 形式 (15.118), Hp F(X, p) 三 (0, p)) 得 到 了 类 似 的 曲率 全 
计 ， 在 [HO 4], [OR 1], VEI RUS 二 中 的 估计 事实 上 得 到 的 是 
更 强 的 形式 
(15 .120) G+ | Du (y) |P Gitxi) (y) <O/R?, 
对 于 在 [JE 和 [LS 可 中 所 处 理 的 特殊 方程 类 , 正如 在 [SI 4) 中 所 
表明 的 ， 第 4 节 到 第 7 节 中 的 方法 可 加 以 改进 ， 使 之 也 给 出 形 如 
(15.120) 的 不 等 式 . 在 2 关 0 的 情况 下 , 容易 证 明 类 似 于 (15.120) 
的 估计 一 般 是 不 成 立 的 . 在 2 去 0 时 ， 就 作者 所 知 ， 在 这 里 和 在 
LSI 4 中 得 到 的 那些 结果 之 前 ， 唯 有 的 曲率 佑 计 是 Spruck [SP] Xf 
谊 平均 曲率 方程 得 到 的 结果 . 也 应 当 提 及 在 [OR 1], WE], VS 1 
和 [SI 6] 中 对 特殊 的 参数 曲面 类 所 得 到 的 结果 . 

推论 15.19 的 一 般 的 Bernstein 型 的 结果 解雇 了 Osserman 
[OR 2] 第 137 页 上 提出 的 一 个 问题 ， 这 样 的 结果 在 极 小 曲面 方程 
的 情况 下 是 众所周知 的 ( 且 存 在 多 种 证 明 ) (例如 见 [NT]); 对 于 在 
[JB] 中 处 理 过 的 方程 类 , Jenkins 用 在 (15.120) 中 令 Roo 的 方 
法 也 得 到 这 样 的 结果 . 极 小 曲面 方程 的 Bernstein 定理 能 否 搬 到 
R"(n>2) 上 去 的 问题 , 给 高 维 极 小 曲面 的 研究 提供 了 巨大 的 动力 . 


Simons [SM] 利用 Fleming [FL] 和 De Giorgi[DG 2] 的 某 些 思想 ， 
终于 证 明 在 n<? 的 情形 答案 是 肯 定 的 。Bombieri, De Giorgi 及 
Giusti 在 [BDG] 中 证 明 ,在 ”>7 的 情形 ,答案 是 否定 的 . 当 上 和 7 
时 ，L. Simon [SI 5 证 明 , 在 定理 15.20 中 所 建立 的 那 种 类 型 的 曲 
率 估计 对 于 极 小 曲面 方程 也 成 立 , 而 这 就 推出 了 “2 委 7 时 的 Bins- 
tein 定理 . 
关于 二 维 极 小 曲面 的 一 个 详尽 叙述 , 读者 可 查阅 书 [NT]. 
习 题 
15.1. A: 在 引 理 15.2 推导 中 的 函数 % 选择 时 如 用 某 数 <% Ken, 那 
么 得 到 的 不 是 (15.27) 和 (15.40), 而 是 关系 式 : 
(15.121) (21-2) r -og aA+ S| r-2(1—|dr|)gaA 


=R” fo gd4 二 | (r2 R-*) gHv- (a—y)dA 
-1| (RA) (oy) -dgdd, 9 EA). 
(15.122) (1-2)f. ragdAt S| rd- lòrg dA 


=f r-"gHv- @-yda ->f r-*(2—y) ðgdA, g ECY). 


45.2. 利用 (15.40) 和 (15.121) 对 g€03(%) 导出 下 述 Sobolev 不 等 式 ， Ap 
<n/(n—1), H=08 


(15.123) fe gleda) <0, p) (diam #)-*(A (S) J» | old91a4, 


1/ 
ix EC, p) -去 [| É H n= 2 


(15.124) [foi aa | < fe (od +\|Hg|)dA 


(注意 , ZELMSI] +p (15.123) ZH p=- 建立 的 )， 
15.3. 设 9 是 C 超 曲 面 SCR! 上 的 一 个 非 负 下 调和 函数 ， 导 出 平均 值 不 
等 式 (15.21) 的 下 述 推广 ; 


1 1 
一 一 一 A+ 一 一 一 H?dA =2 


Jys n7 
D, KP js 944, n>=2, Ho=sup| H]. 
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利用 推论 15.6 和 Harnack 不 等 式 ( 定 理 8.28), WHA: 如 果 极 小 曲面 


方程 在 R* 中 的 一 个 解 被 一 个 线性 函数 从 上 界定 ， 则 这 个 解 本 身 必 是 
线性 的 . 


， 导出 在 定理 15.21 的 证 明 中 用 到 的 不 等 式 


inf |Du| <x m,)/R, 


Bra(y) 


» 利用 (45.60) 证 明 在 定理 15.5 和 推论 15.6 中 的 常数 C1 和 Cs MAK 


F m 和 dH, 


. 采用 第 2 章 所 述 的 Perron 方法 , 证 明 条 件 (15.60) 对 于 保证 规定 了 平 


HARUDE: Mu=H A+ | Dui)? EKR 人 中 存在 一 个 古典 解 是 
充分 的 . 证 明 当 so=0 时 条 件 (15.60) 对 于 古典 解 的 存在 性 是 必要 的 ， 


«381 e 


OX 
边界 曲率 和 距离 函数 


设 只 是 R" 中 的 一 个 区 域 , 其 边界 39 非 空 . 距离 函数 台 定 义 为 
(Al) d(x) =dist (s, 2Q), 
Sit d 是 -- 致 Lipschitz 连续 的 . wea, yeR", wR z € 02,8 |y—2|—dy), 
则 

d(“)<|xz—-2|<|x—-y|+dy), 

所 以 ,交换 zx 和 2 我 们 有 
(A2) | |d(a) -aly | <|a—-y|. 

i OQEC?, WF yEIQ, SvePMTWAWNRA 29 by 点 处 的 单位 
内 法 向 和 超 切 平面 ，29 在 固定 点 y € 02 处 的 曲率 确定 如 下 : 通过 坐标 的 旋 
转 ， 可 设 坐 标 轴 on 位 于 2(yo) 的 方向 ， 于 是 在 yo 的 某 个 邻 域 Y 一 -Yo) 中 ， 
AN 由 各 =p(D SH, RR r= Ce s En) PECOU NN UR 
Doiy) =0, Ate AQ H yo AART LAE yo 处 的 Hesse 1D’ PJENE 
交 不 变量 来 描述 ，[D?9 (yo)]] EE m1, +) na 就 称 为 99 在 yo 处 的 主 
曲率 ， 对 应 的 特征 向 量 称 为 69 在 yo 处 的 主 方向 ，28 在 yo 处 的 平均 曲率 由 


下 式 给 出 ; 
1 1 


(A3) Hy) = Buty 4). 

再 通过 一 次 坐标 旋转 ， 我 们 可 假设 Zis “**, Tn—l 办 位 于 Yo Ab Hl: ***s %n—1 所 
对 应 的 主 方向 上 ， 我 们 把 这 样 的 坐标 系 称 为 yo 点 的 主 坐 标 系 .上面 说 到 的 
Hesso HELDE (y) l 在 yo MIN EBA, 由 下 式 给 出 : 

(A+) [Do (yo) J =diag| xı, Try m1], 


Ea y=, pN) EVN 02 处 的 单位 内 法 向 3) =P) 由 下 式 给 出 ; 
— Dply | 
(A5) OTF Bo p Th oe Bs 
Un (y) =1/V 14+ | Dely) i’. 
因此 ,在 点 处 的 主 坐 标 系 中 ,我 们 有 
(A6) DP; (yo) =# Oy, b j=l, oo, n-i, 
对 于 p> 0, RNS Ti={eeQld@ <p}, 下 面 的 引 理 阐明 了 Dy HEE 
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Beek d 的 光滑 性 与 边界 CO 的 光滑 性 之 间 的 关系 . 

引 理工 k EARKI, NEC, 之 2， 则 存在 一 个 依赖 于 8 的 正常 
数 pn, 使 得 a ETa. 

证 明 8 的 条 件 蕴涵 着 OO 满足 一 致 内 部 球 条 件 , 即 对 于 每 一 点 Ye 
2A, 存在 一 个 依赖 于 yo 的 球 B, 使 得 BN Rea) =y, 球 B 的 半径 以 某 个 
正常 数 为 下 者 ,我 们 取 此 下 界 为 u ABRA, ww! 也 是 OO 主 曲率 的 界 . 此 
外 ,对 于 每 一 点 x€ Ta FEAA y= y) € 02, 使 得 [x 一 y| =d), HK 
z 和 2% 有 关系 
(A7) r=ytvy)d, 
我 们 来 说 明 ， 方 程 (AT) HET y 和 4 是 2 的 CI 函数 .对 于 一 个 固定 点 
To €E D'us Ç Yo 一 y(z0), 并 选择 yo 处 的 一 个 主 坐 标 系 ， 定 义 一 个 从 N= (Tyo) 
NANCY) XR 到 Rr 中 的 映射 g 二 (91,…, DN 

gy’, d=ytviyd, y=, oly’). 

WE g ECU), g FEY, A) ) 处 的 Jacobi EEH PsA: 


(A8) [Dg] =diag[1—xd, +--+, 1—x,..14], 
因为 g FE Wo, (xo) Akky Jacobi 行列 式 为 
(A9) det [Dg] = (1 ~ xid (20) ) +++ 1—%p_1d(@o)) > 0, 


(因为 d (ao) <p), HRN ERTA FENER M= Mlo) , BR y 是 属 
FOM 的 . 由 (A7), WE eed, 我 人 有 Dd(@)—vy@)) =v y E) 
ECHIM), 因此 deECx*(CO FR ACOH). I 

在 接近 边界 CQ 的 点 处 ，& 的 Hese 矩阵 的 表达 式 是 引 理 1 的 证 明 的 一 
个 直接 结果 . 

引 理 2 WO 和 人 满足 引 理工 的 条 件 ,又 设 ze Tu V € OQ, 使 得 |m 一 
yol 一 Q(zo)， 那 么 ,用 yo 处 的 主 坐标 系 表示 , 我 们 有 


(A10) [D*d(a)]=diag| 


TEAR 因为 


Nn o] 
L—xyd’ , L—x, 1a’ ° 


Dd(xo) =v (yo) = (0, 0, «+, 1). 
我 们 有 Din(@o) =0, t= 1, n， 对 于 另外 的 导数 (i J=1L 2, =, n—-D, H 
(A6) 和 (A8), 得 到 | 
x, 
Dy A (Xo) = Drio y (ro) = Dyv (yo) Dyy;,(Xo) -| l— xd? 
0, tj, J 
注意 ， 引 理 2 的 结论 和 几何 上 这 样 一 个 明显 的 命题 等 价 ，69 在 yo 处 的 
主 曲率 加 和 通过 xo 的 平行 曲面 在 zx 处 的 主 曲 率 圆 是 同心 的 . 


t= Js 


平均 曲率 

现在 我 们 来 推导 0? 超 曲面 名 的 平均 曲率 公式 , AONE MRA 
出 . Hye S, 人 是 yo 的 一 个 邻 域 , 双 由 小 (X) 一 0 给 出 ,这 里 则 EC AD ,并 
且 在 中 1Dy|>>0. Em ye SNe, S 的 单位 法 向 量 ( 指 向 册 的 正方 向 ) 
由 下 式 给 出 ; 


— Db 
(Alt) "DoT 
Gan oy na ES CE yo KM EMR, FRE yo 处 的 主 坐 标 系 中 ， 可 以 证 
J: 


D7) = bun t, j= 1, wets n—1, 
(A12) Dy 
DU {Bip )~% i en. 


因此 在 yo 处 , RE LD, D/D] 关于 原始 坐标 的 特征 值 便 是 一 x1,…， 
一 xn-1， 0, Ai S Æ yo 处 的 平均 曲率 由 下 式 给 出 ; 


_ il Dyp 
(A13) H (Yo) -Oa Jaa 
a aE S en DEERE u EOE RAR, BS 由 tras 
u (Ti, we"? In) 定义 ， 那么 © 在 点 Zo €E Q 处 的 平均 曲率 为 


(A14) Ha) == (Dl Gee |). 


如 果 对 所 有 的 © E Q, A Hao) 一 0, 那么 所 就 称 为 极 小 曲面 . 
注意 ， 我 们 从 (A12) 还 可 以 得 到 下 面 这 个 在 mm 处 的 主 曲率 的 平方 和 公 


式 : 
(A15) => 27 (2D) 一 ,之 ， DivsDyvs (To0) 5 
Dt . 
， Y = 一 一 -一 一 一 一 一 ， 1 一 工 ， “o N, 
Rh: ” VIE | Du |? 
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4E— AMA CAT) non-uniform- 
ly elliptic equations(operators) 115 
规定 了 平均 曲率 的 方程 ” prescribed 
mean curvature equation 210, 333 
变 分 问题 ”variational problem 233 
单位 分 解 partition of unity 137 
垂直 ( 正 交 ) 的 元 perpendicular ele- 
ments 78. 
BRK parametric functional 
ARR 376 | 
拉 直 边界 straightening the boundary 
91 . 
(aj pe barrier 
Laplace 方程 的 26 


376 


上 (下 ) 101, 283 

局 部 26, 103 

所 线性 方程 的 ”282 
线性 方程 的 ”101 

非 一 致 奖 加 型 方程 的 116 


九 


面积 伸缩 因子 area magnification fac- 


tor 357 
差 商 difference quatient 108, 167 
GARG structural inequality 


+ 


调和 函数 harmonic function 14 
平均 值 性 质 15, 22 


收敛 性 定理 ”22 
导数 估计 23, 30 
g~ 30 


调和 提升 harmonic lifting 25 
PA weak convergence 82 
33% weak derivative 149 


乘积 公式 150 
链 式 法 则 151 
十 
市 导数 边界 条 件 。” oblique derivative 


boundary condition 120, 125 
AFRE oblique derivative problem 
120 
混合 边界 条 件 mixed boundary condi- 
tion 49 
泥 合 边 值 问题 mixed boundary value 
problem 204 
eT: gradient estimates 
Euler-Lagrange 方程 的 313 
Poisson 方程 的 42 
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function 147 

RAJEE extension ef a function 
136 

软化 子 mollifler 147 


regularization of a 


划 


见 结 构 条 件 


wad structural condition 183, 
217, 252, 284, 311 


自然 ~ 312, 320 
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PRAHAA weak maximum princi- 
ple 


见 极 大 值 原理 


yý weak solution 4, 172 
特征 向 量 eigenvector 75 
特征 值 eigenvalue 75 


的 重 数 75 


. west compact mapping 72, 225 


的 谱 75 


预 解 算 子 resolvent operator 75 
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平均 曲率 型 方程 的 373 

极 小 曲面 方程 的 ”2388,， 289, 349 

拟 线性 方程 的 “250，272, 277, 287, 
319, 331 

线性 方程 的 50 

规定 了 平均 曲率 的 方程 的 289,290, 
313, 349 


调和 函数 的 24, 30 


检验 函数 test function 172 
tA fundamental solution 18 
球 条 件 sphere condition 
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Pa) 


内 部 一 34 封闭 ~ 287 


外 部 ~ 28 
十 二 划 
2 strong derivative 150 WEEE .divergence theorem 14 
强 极 大 值 原理 strong maximum prin- 赋 范 线性 空间 normed linear space 70 
ciple 超 曲面 hypersarface 333 
见 极 大 和 值 原理 距离 函数 distance function 382 
~ 十 三 划 以 上 
REE cone condition tional 375 
一 致 内 部 ~ 158 椭圆 型 方程 ( 算 子 ) elliptic equations 
一 致 外 部 ~ 200 (operators) 
外 部 一 30, 198 见 线性 椭圆 型 方程 , URE WH 
数 (内 ) 积 scalar(inner)product 77 程 


三 加 参数 泛 函 elliptic parametric func- 
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Br Fy a 


号 索引 


空间 和 它们 的 范 数 及 拟 范 数 


BY (Q), 170 
C* (2) C2 (B) ,C*2(Q),0* 4 (&), 53 
Ch2(Q), 83, 133 

L?(Q), 145 

M?(Q), 163 

WESA), 153 

Wh?(Q), 154 

| eiras |t leaa 54 

|e la anur 66, 93 


Ee Jais 93 

Cko Eco， 54 

L- Jiou [tJi anur, 66, 93 
elorn |> lero 54 

le], 70, 71 

|. lo letrea 145 

f lwa, scos 153 


其 它 记号 (也 可 参看 第 10 页 ) 


A(Sr), 338 

aY, 304, 309, 371 
b,, 372 

Dir, 2), Dr), 243 
4, 14, 336 

dz, day, 61 

dlx), 382 

6,, 268 


» AOZ - 


ED, O, CCO), 11 
CHa (2A), CH @(T) (TAQ), IL 


H*(Q), H#(Q), 154 
ERCO), 147 
WCQ), 149 
W?(Q), 153 

| Os | | eases 54 


| « 

| lisa» | . Hit 61 
|- AF E Klos 87 
|. 


Di aQuUTI 67 
[: das, 53 
[Jso， C+ Th, on! 61 


ER Ceao 86, 87 
l- loa» |l- llora 54 


l- azco, 170 
le flurry, 163 


af, at, 291 
bo, ba, 291 
6,, 304, 309 
Dp, Z), 360 
d, Æ, 108 
da, da y, 66 
ò, 306, 334 
3, 308 


ween 


3,8., 336 

€, 208 

€;, 108 

G(x, y), 20, 121 
T(r—y), 18 

J (p), 357 

k, k(R), 189 
4, 382 

Pi, 287 

Sr, Say), 338 
TF ,, 306 

uk, Ur, 198 
Va, 159 


-pr tr tit pt osteitis re 


ð, 315 

€*, 296 

F, 283 

G, 365 

H, 344, 382 
H+, XT, 291 
k, k(R),195 
Lu, v), 171 
v, 14, 382 
J, 288 
ut,u, 33, 152 
ww, 147 

(222, P), 228 
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